IES Fco Ayala de Granada Titular Junio de 2017 (Modelo 5) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1 (A)
. 1 2 3 -1
Sean las matrices A = ( j y B= [ j .
0 - 0 2
a) (1 punto) Calcule la matriz A2017,
b) (1'5 puntos) ¢, Se verifica la expresion (B + A)-(B — A) = B2 — A2?

Solucion
. 1 2 3 -1
Sean las matrices A = y B= .
0 -1 0 2

a)
Calcule la matriz A2017,

Calculamos primero A? y A3,
1 2 1 2 10
AZ=A-A= . = =l AS=AZA=L-A=A
0 -1) (0 -1 01
Parece ser que las potencias pares de A dan la matriz identidad Iz, y las potencias impares dan la matriz A.
Veamoslo. (Recordamos que para multiplicar potencias de igual base se suman los exponentes)

A2016 = (A2)1008 = (],)1008 = |, y A2017 = A2016 .A = |,.A= A, luego A 2017 = A,
b)
¢, Se verifica la expresion (B + A)-(B — A) = B2 — A2?

Sabemos que el producto de matrices no verifica la propiedad conmutativa, luego en general la expresion
dada (B + A)-(B — A) = B2 — A? es falsa porque B- A es distinto de A-B

Veamoslo en nuestro caso concreto:
(B+A)-(B-A)=B2- B-A+A-B- A2 En nuestro caso si B-A = A-B si seria cierto.

B-A:[3 _1j-[1 2}2[3 7) B:[:L ZJ{S _J:[S 3J.Como B-A # A-B la expresion
0 2)\0 -1 0 -2

0 -1)lo 2 0 -2
1 2 3 -1
dada (B + A)-(B — A) = B 2 — A? es falsa en nuestro caso concreto de A = 0 -1 y B= o 2/

EJERCICIO 2 (A) (Corregido)

Sea f(t) el porcentaje de ocupacion de un determinado complejo hotelero en funcion del tiempo t, medido en
meses, transcurrido desde su inauguracion:

-§t2+ 20t si 0<t<6

f(t) =
® 90t - 240

t+4
a) (0’5 puntos) ¢ Evoluciona la funcion f de forma continua?
b) (0’5 puntos) ¢ Cual seria el porcentaje de ocupacioén al finalizar el segundo afio?
c) (1 punto) ¢ En qué momentos el porcentaje de ocupacién seria del 40%7?
d) (0’5 puntos) ¢ Llegaria en algin momento a estar completo en caso de que estuviese abierto
indefinidamente?

t>6

Solucion
Sea f(t) el porcentaje de ocupacion de un determinado complejo hotelero en funcion del tiempo t, medido en
meses, transcurrido desde su inauguracion:

-Et2+ 20t si 0<t<6
f(t) =
90t - 240 ‘> 6
t+4

a)
¢Evoluciona la funcién f de forma continua?

Me estan pidiendo la continuidad de la funcién f.

La funcién (-5/2)t2 + 20t es una funcién polinémica, por tanto continua y derivable en todo R, en particular

german.jss@gmail.com 1



IES Fco Ayala de Granada Titular Junio de 2017 (Modelo 5) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

lo es en el intervalo (0,6).
90t - 240

Lafuncion t+4 es una funcién racional, por tanto continua y derivable en todo R — {4} (nimero que
anula el denominador), en particular lo es en el intervalo (6,+c).

Veamos la continuidad de f en t=6.
f(t) es continuaent=6 si f(6) = Xlirp_f(t) = X"rgf(t).

f(6) = X|iﬁrg1_f(t) = Xlifg_[-gt2+ 20tj = -g-(6)2 +20-(6) = 30.

[90t- 240) _ 90-(6) - 240 _

lim f(t) = lim =30. - i i6
bt (t) b +4 6) +4 , como las tres expresiones son iguales la funcién f
es continuaent =6, luego fes continuaen0 <t <+ oo, por tanto f si evoluciona de forma continua.
b)

¢, Cudl seria el porcentaje de ocupacion al finalizar el segundo afio?

Me estan pidiendo f(2-12), porque es en el 2° afio y la funcion esta dada en meses.

- 90-(24) - 240 _ 480
Comot=2-12=24estdent>6, t+4 , con lo cual (24) + 4
decir el porcentaje de ocupacién al finalizar el segundo afio (24 meses) es del 68'57%.
c)

¢En qué momentos el porcentaje de ocupacion seria del 40%?

0 68'57
, €S

Me estan pidiendo la solucién de f(t) = 40.
Si0<t<6, f(t) = (-5/2)t2 + 20t luego f(t) = 40 - (-5/2)t2+20t=40 - -5t2+40t=80 -

. B +40t-80=0 - £-8t+16=0 . t= ot Y04-64 \'624-64=4(d0ble).
(0 = 90t - 240 90t-240 _
Sit>6, t+4  yegof()=40 - t+4 ~ 90t—240 = 40-(t + 4) -

- 90t—240 =40t + 160 - 50t =400 - t=400/50 = 8.

Luego el porcentaje de ocupacion seria del 40% en e | mes niumero 4 y en el mes nimero 8.
d)
¢Llegaria en algin momento a estar completo en caso de que estuviese abierto indefinidamente?

Me estan pidiendo el limite de f(t) en + o, es decir su una asintota horizontal en + .

Larecta y = b es una asintota horizontal + o de f si t'irﬂo f(t) = b.
. _ . (90t-240) . (90t-240) . (90t} . _
Como [im ()= lim [ﬁ) - Jm(ﬁ] = lm [Tj = lim (90) =90 ia recta

y = 90 es una asintota horizontal de f(t) en + o, por tanto el porcentaje de ocupacién no llegaria al
90% aungue estuviese abierto indefinidamente.

EJERCICIO 3 (A)

Se sabe que el 90% de los alumnos de un centro docente esta interesado por las redes sociales, el 60%

esta interesado por sus notas y el 55% por ambas cuestiones. Se elige al azar un alumno de ese centro.

a) (1 punto) ¢Cudl es la probabilidad de que dicho alumno esté interesado por alguna de las dos

cuestiones?

b) (1 punto) Calcule la probabilidad de que esté interesado por sus notas, sabiendo que no esta interesado

por las redes sociales.

¢) (0’5 puntos) Calcule la probabilidad de que no esté interesado por ninguna de estas dos cuestiones.
Solucién

Se sabe que el 90% de los alumnos de un centro docente esta interesado por las redes sociales, el 60%

esta interesado por sus notas y el 55% por ambas cuestiones. Se elige al azar un alumno de ese centro.
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a)
¢,Cudl es la probabilidad de que dicho alumno estéd interesado por alguna de las dos cuestiones?
Sean los sucesos A = “estar interesado por las redes sociales” y B = “estar interesado por sus notas”.

Nos dan p(A) = 90% = 0’9, p(B) = 60% = 0’6, p(estar interesado por ambas cuestiones) = p(AnB) =
= 55% = 0'55.

Me estan pidiendo p(estar interesado por alguna de las dos cuestiones ) =p(A0B) =

=p(A) + p(B) - p(AnB) =09 + 0’6 — 0’55 = 0’95 = 95% del alumnado.

b)

Calcule la probabilidad de que esté interesado por sus notas, sabiendo que no esta interesado por las redes
sociales.

p(BnA°) _p(B)-p(AnB)

Me estan pidiendo p(B/A°) =
P(A%) 1-p(A)

= (0'6 — 0'55)/(1 — 0'9) = 0’5 = 50% del

alumnado .
c)
Calcule la probabilidad de que no esté interesado por ninguna de estas dos cuestiones.

Me piden p(noA 'y noB) = p(A °nB°) = {Ley de Morgan} = p(AOB)¢ = {suceso contrario} = 1 - p(AOB) =
=1-095 =005 =5% del alumnado .

EJERCICIO 4 (A)
La altura de los estudiantes de 2° de bachillerato de un centro sigue una ley Normal de media 165 cm y des-
viacion tipica 10 cm.
a) (1 puntos) ¢,Qué distribucion sigue la altura media de las muestras de tamafio 257?
b) (1’5 puntos) Se elige al azar una muestra de 25 estudiantes y se le mide la altura. ¢, Cudl es la probabili-
dad de que la altura media de esa muestra supere 160 cm?
Solucion
La altura de los estudiantes de 2° de bachillerato de un centro sigue una ley Normal de media 165 cm y des-
viacion tipica 10 cm.
a)
¢, Qué distribucién sigue la altura media de las muestras de tamafio 25?

Sabemos, por el Teorema Central del limite, que si una variable aleatoria X sigue una normal N(u, ), donde
1 es la media poblacional y o la desviacion tipica poblacional, entonces la distribucién muestral de medias X

sigue una normal N(u,%), donde n es el tamafio de la muestray p= X.
n
Si X no siguiese una normal pero n = 30, la distribucién muestral de medias X si sigue una normal N(y, %)
n
En nuestro caso la distribucion muestral de medias X sigue una normal N(165, %) = N(165,2).

b)
Se elige al azar una muestra de 25 estudiantes y se le mide la altura. ¢ Cudl es la probabilidad de que la
altura media de esa muestra supere 160 cm?

Hemos visto en el apartado (a) que la distribucién muestral de medias )_(sigue una normal N(165,2).

Me estan pidiendo p( X > 160) = { tipifico Z = XH }=pZ> %) =p(Z>-2'5) =

oln

=1-p(Z<-25)=1-[1-p(Z=<25)]=p(Z=25)={mirando en las tablas de la N(0,1) } = 0'9938.

OPCION B

EJERCICIO 1 (B)

(2’5 puntos) Un distribuidor de software informatico tiene en su cartera de clientes tanto a empresas como a
particulares. Ha de conseguir al menos 25 empresas como clientes y el nUmero de clientes particulares
debera ser como minimo el doble que el de empresas. Por razones de eficiencia del servicio postventa,
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tiene estipulado un limite global de 120 clientes anuales. Cada empresa le produce 386 € de beneficio,
mientras que cada particular le produce 229 € ;Qué combinacién de empresas y particulares le
proporcionara el maximo beneficio? ¢ A cuanto ascendera ese beneficio?

Solucion
Un distribuidor de software informatico tiene en su cartera de clientes tanto a empresas como a particulares.
Ha de conseguir al menos 25 empresas como clientes y el nimero de clientes particulares debera ser como
minimo el doble que el de empresas. Por razones de eficiencia del servicio postventa, tiene estipulado un
limite global de 120 clientes anuales. Cada empresa le produce 386 € de beneficio, mientras que cada
particular le produce 229 € ¢;Qué combinacion de empresas y particulares le proporcionara el maximo
beneficio? ¢ A cuanto ascendera ese beneficio?

Es un problema de programacion lineal.

Sea x = n°® de empresas.
Sea y = n° de particulares.

De “Ha de conseguir al menos 25 empresas como clientes” - X225,
De “el nimero de clientes particulares debera ser como minimo el doble que el de empresas” - y=22x.
De “tiene estipulado un limite global de 120 clientes anuales” - X+y<120.

De “Cada empresa le produce 386 € de beneficio, mientras que cada particular le produce 229 €”, tenemos
gue la funcién a optimizar es F(x,y) = 386x + 229y.

Resumiendo:
Funcion a optimizar es F(x,y) = 386x + 229y.
Restricciones: x 225; y 22x; x+y <120.

Las desigualdades x = 25; y=2x; x+y< 120, las transformamos en igualdades, y sus graficas ya son
rectas, x =25; y=2x; x+y=120.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
x=25; y=2x; y=120-x.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, nos fijamos en las desigualdades y

observamos el poligono conexo cerrado limitado por los vértices A, B y C de los cortes de dichas rectas,

cuyos lados son los bordes del recinto delimitado por las inecuaciones dadas.

100 4

y=-x+120

80 4

G0

20

>
1

(=]

o

Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De x=25 e y=2x,tenemosy =2-(25) =50y el vértice es A(25,50).

De y=2x e y=120-x,tenemos 2x=120-x - 3x=120 - x =120/3 =40, conlo cual y = 2-(40) = 80
y el vértice es B(40,80).

De y=120-x y x=25,tenemos y =120 - (25) = 95, y el vértice es C(25,95).

Vemos que la regién factible es el poligono conexo limitado por los vértices del recinto, que son: A(25,50),
B(40,80) y C(25,95).
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Veamos la solucion éptima de la funcion F(x,y) = 386x + 229y en el recinto anterior, asi como los puntos en
los que se alcanza.

El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regién convexa acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(25,50), B(40,80) y C(25,95). En el caso de que coincidan en dos
vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

Fa(25,50) = 386(25) + 229(50) = 21100; Fg(40,80) = 386(40) + 229(80) = 33760;
Fc(25,95) = 386(25) + 229(95) = 31405.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F enlaregione s 33760
(el mayor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice B(40,80), es decir el beneficio maximo es de
33760€ y se alcanza teniendo en la cartera 40 empre sas y 80 patrticulares.

EJERCICIO 2 (B) (Corregido)

5x

X , g(X) = (2x2- x)3:In(x@ + 2).

a) (1'5 puntos) Calcule la derivada de las siguientes funciones: f(X) = ”

X2-

1
b) (1 punto) Determine la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion h(x) = M en el punto de

abscisa x = 1.
Solucioén
a)
. o . e™ - x
Calcule la derivada de las siguientes funciones: f(X) = ! g(x) = (2x2- x)3-In(>@ + 2).

Sabemos que (f+q)‘=f'+g* (f-g)'=f‘Q+fQg [éj = %;(a-f)fa-f‘: () * = kX<
g

fv—f." I—E' = kKL
(e') =e"f'; (in(h) = 3 (1 = ket

f(x) = eS:-x; F1(x) = (e>-x) '-(xz-xz-(ejx-x)-(xz-x) ' (eSX-S-l)-(x2->2<)-(zesx-x)-(Zx-l).
x2- X (x2- X) (x*-X)

g(x) = (2x2-x)3In(E + 2); g ‘(x) = [(2x2-x)%] "“In(E + 2) + (2x2- x)3-[In(C + 2)] * =

= [3-(2x2-x)2-(4x—1)]-ln(x3+2)+(2x2—x)3{ 3x }
X°+2

b)
Determine la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion h(x) = ; en el punto de abscisa x= 1.

Larectatangenteenx=1es y-h(1) =h’'(1)-(x-1)
h(X)zl_,h(l)=}=l,h'(x)=j_,h'(l):%:-l'
X 1 X 1

2

Larectatangenteenx=1es y- (1) =(-1)-(x- 1), de donde y = -x + 2.

EJERCICIO 3 (B) (Corregido)
En una ciudad hay dos fabricas de pasta, F1 y F2, que producen dos tipos de productos, A y B, que venden
a un distribuidor en paquetes de 1 kg. En un mes, la fabrica F1 produce 20000 kg de pasta, de los que 12000
son del tipo Ay la fabrica F2 produce 25000 kg de pasta de los que 15000 kg son del tipo A. Se escoge al
azar un paquete del distribuidor.
a) (1'5 puntos) ¢, Cudl es la probabilidad de que sea del tipo B?
b) (1 punto) Si el paquete elegido resulta ser del tipo A, ¢qué es més probable, que proceda de la fabrica
F1 o que proceda de la F2?

Solucion
En una ciudad hay dos fabricas de pasta, F1 y F2, que producen dos tipos de productos, A y B, que venden
a un distribuidor en paquetes de 1 kg. En un mes, la fabrica F1 produce 20000 kg de pasta, de los que 12000
son del tipo A y la fabrica F2 produce 25000 kg de pasta de los que 15000 kg son del tipo A. Se escoge al
azar un paquete del distribuidor.
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a)
¢, Cudl es la probabilidad de que sea del tipo B?

Datos del problema: Las dos fabricas producen 45000 kg y la F1 20000 kg luego p(F1) = 20/45 = 4/9;
P(A/F1) = 12000/20000 = 3/5; p(A/F2) = 15000/25000 = 3/5, ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

Por el teorema de la Probabilidad Total:
p(B) = p(F1).p(B/F1) + p(F2).p(B/F2) = (4/9)-(2/5) + (5/9)-(2/5) = 2/5 = 0'4.

b)
Si el paquete elegido resulta ser del tipo A, ¢ qué es mas probable, que proceda de la fabrica F1 o que
proceda de la F2?

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:

p(F1/A) = P(F1n A) = p(F1).p(A/F1) = @9)-B) _ 419 noaa44a.
P(A) 1-p(B) 1-2/5

p(F2/A) = P(F20 A) = P(F2)-p(AF2) - O9)-G) _ 59 nosssss.
P(A) 1-p(B) 1-2/5

Es mas probable que el paquete elegido procedade | afabrica F2, pues la probabilidad es mayor.

Este problema es mds sencillo realizarlo por una tabla de contingencia.

Este problema es muy facil de realizar utilizando una tabla de contingencia (tabla de doble entrada), y
después utilizando la definicién de probabilidad de Laplace (nimero de casos favorables partido por nUmero
de casos posibles).

Completamos la tabla de contingencia sabiendo que tanto la suma en horizontal como en vertical dan los
totales. He puesto en negrita los nimeros que he completado.

a)

¢, Cual es la probabilidad de que sea del tipo B?
Total kg del tipo B

B) = p(AnAc) =
P(B) = p(AnAcC) Total kg de ambas fabricas

b)

Si el paquete elegido resulta ser del tipo A, ¢qué es mas probable, que proceda de la fabrica F1 o que

F1 F2 Total
A 12000 15000
B
Total 20000 25000

F1 F2 Total

A 12000 15000 27000
B 8000 10000 18000
Total 20000 25000 45000

proceda de la F2?

p(F1/A) =

Total kg de A de F1

Total kg de A
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Total kg de A de F2
Total kg de A

Es mas probable gue el paquete elegido proceda de | a fabrica F2, puesto que la probabilidad es
mayor.

p(F2/A) = =15000/27000 = 5/9 00’555556.

EJERCICIO 4 (B) (Corregido)
La puntuacion obtenida por los participantes en una prueba es una variable aleatoria que sigue una
distribucion Normal con desviacion tipica de 6 puntos. Se toma una muestra aleatoria de 64 participantes en
esa prueba, resultando una puntuacion media de 35 puntos.
a) (1’25 puntos) Calcule un intervalo de confianza, al 95%, para la calificacién media del total de participantes
en la citada prueba.
b) (1’25 puntos) Halle el tamafio minimo de la muestra necesaria para estimar la puntuacion media del total
de participantes, con un error inferior a 0’5 puntos y un nivel de confianza del 99%.

Solucion
La puntuacién obtenida por los participantes en una prueba es una variable aleatoria que sigue una
distribucion Normal con desviacion tipica de 6 puntos. Se toma una muestra aleatoria de 64 participantes en
esa prueba, resultando una puntuacion media de 35 puntos.

Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(y, % ),y
n
generalmente escribimos X =N(u, -2—) o X — N(u, -2)
il \/ﬁ y \/ﬁ
1I-a
@2 of2 S

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
_ o _ o
I.C. (u) = [x—z_a U=Xx+z_, E—l—] = (a,b)
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ

donde z1-a2 Y Zarz = - Z1-w2 SON lOS puntos criticos de la variable aleatoria Normal tipificada Z = N(0,1) que
verificap(Z £ z1-a2) =1 - a/2

., L. . ., ag .
También sabemos que el error maximo de la estimacién esE = z G— = (b - a)/2, para el intervalo de la

1-al2
a. \/ﬁ
i A i = [Z1.ap 0
media, de donde el tamafio minimo de la muestraes n = £ |
a)

Calcule un intervalo de confianza, al 95%, para la calificacién media del total de participantes en la citada
prueba.

Datos del problema: 0 = 6, n = 64; X = 35; nivel de confianza = 95% =095 =1 - a, de donde a = 0’05, con la
cual a/2 = 0’05/2 = 0'025.

Dep(Z<zi-a2) =1-0/2=1-005=095, mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'975 viene y corresponden al punto critico z1-a2 = 1'96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

6 6
lC.(W=|x-2z .03 x+z [-)i] = [35—1‘96@—,35+1‘96 E-I—] = (33'53,36'47
() ( o2 e o2 e Joa o4 ( )

b)
Halle el tamafio minimo de la muestra necesaria para estimar la puntuacién media del total de participantes,
con un error inferior a 0’5 puntos y un nivel de confianza del 99%.

Datos del problema: Error = E < 0’5, 0 = 6, nivel de confianza =99% =099 =1 - a, de donde a = 0’01, es
decir a/2 =0'01/2 = 0'005.

De p(Z £ z1a2) =1 -0/2 =1 - 0005 = 0995. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’995 no viene, las méas préximas son 0'9949 y 0’9951 que corresponden a 2'57 y 2'58, por tanto el punto
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critico z1-w2 €s la media de ambos valores, es decir zi.w2 = (2'57 + 2'58)/2 = 2'575.

2
g ~ .o Zl{x/Z'o-
Deerror=E< z O—= =1, tenemos que el tamafio minimo de la muestra es n 2 T =

1-al2 \/ﬁ

. 2
= (ﬂj =954'81, es decir el tamafio minimo es de n = 955 participantes.

0'5
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