IES Fco Ayala de Granada Modelo 5 del 2015 (Soluciones) German-Jesus Rubio Luna

SELECTIVIDAD ANDALUCIA MATEMATICAS CCSS MODELO 5 DE L 2015

OPCION A
EJERCICIO 1 (A)

. 0o - 11 21
Sean las matrices A = , B= y C=
10 11 3 2

a) (1’25 puntos) Resuelva la ecuacion A-X + B-X =C.
b) (1’25 puntos) Calcule A%y A%,

Soluciéon

. 0o - 11 21
Sean las matrices A = , B= y C=
10 11 3 2

a)
Resuelva la ecuacion A-X + B-X = C.

0 -1 11 10
De A-X+B:X=C - (A+B):X=C - D:-X=C,conD=A+B= + = .
10 11 21

10
Como det(D) = |D| = s 1 =1-0=1#0, existe su matriz inversa D! = (1/|D|)- Adj(D").

Multiplicando la expresion D-X = C, por D! por la izquierda tenemos:
D.D-X=D%.C - [I-X=D%.C - X=DtcC.
Calculamos la matriz inversa D2.
12 10 10 10
Dt= ; Adj(DY) = , luego D= (1/|D|)-Adj(D!) = (1/1)- = .
(01] J()[_ZJ g (1/D)) J()()[_ZJ [_21]

También se podria haber calculado por el método de Gauss
A tiene inversa si mediante transformaciones elementales por filas de Gauss podemos llegar de (D|l2),
a la expresion (I2|E), donde E = D1,

10|10 1 0|/1 0 10
(D]l2) = = , por tanto D1 = .
2 1|0 1)R-2F (0 1|-2 1 21

10 2 1 2 1
X=D1lC= . = .
2 1)13 2 -10
b)
Calcule A*y A80,

0 -1) (0 -1 -1 0
A2=A-A= . = .
10 10 0 -1
-1 0 -1 0 10 . .
At =A2. A2 = ( ] ( ] = ( ] = |5, matriz identidad de orden 2.

0o -1) o -1) lo 1
A8 = (A%)20 = (1,)?° = I, matriz identidad de orden 2.

EJERCICIO 2 (A)
1 si x<0
Sea lafuncién f(x)= 4 -x’+1 si 0<x<4.
X*-8x+17 si  x=4
a) (1'2 puntos) Represente graficamente la funcion f.
b) (0’8 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad.
¢) (0’5 puntos) Calcule f'(1) y f‘(5).
Solucion
1 si x<0
Sea la funcién f(x) = x*+1 si 0<x<4.
x*-8x+17 si  x=4
a)
Represente graficamente la funcion f.

Six £ 0, f(x) = 1 que es una funcién constante y su grafica es una semirrecta paralela al eje de abscisas de
altura 1.
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Si0<x <4, f(x)=-x2+ 1, cuya gréfica es un trozo de parabola con las ramas hacia abajo (n), porque el
ndmero que multiplica a x? es negativo, abscisa del vértice en la solucion de f ‘(x) = -2x = 0, es decir x = 0.
Vértice en V(07,1), y pasa por (4,f(4)) = (4-,-15).

Si x =4, f(x) = x? - 8x + 17, cuya grafica es un trozo de parabola con las ramas hacia arriba (), porque el
ndmero que multiplica a x? es positivo, abscisa del vértice en la solucion de f ‘(x) = 2x - 8= 0, es decir x = 4.
Vértice en V(4,f(4)) = V(4,1), y pasa por (5,f(5)) = (5,2).

Se observa que es continua en x =0y no es continua en x = 4, porque se cumple que:

f0) = fim 169 = lm 169,

f(0) = XILT_ f(x) = Jtn(;l_ D=1y Jtn(;l+ f(x) = XILrEL (x2+1)=0+1=1.

f(4) £ X||an? f(x) £ J[nl f(x).

f(4) = x”fﬁk f(x) = x”fﬁk (x2-8x+17)=42-8(4)+17 =1,y xlim_ f(x) = XI|ﬂr£1_ (-x2+1)=-42+1=-15. Como fno
es continua en x = 4, f no es derivable en x = 4.

Un esbozo de la grafica es

b)
Estudie su continuidad y derivabilidad.

Six <0, f(x) = 1 que es una funcién constante y por tanto continua y derivable en todo R, en particular es
continua y derivable en x < 0.

Si 0 < x <4, f(x) =-x2+ 1, que es una funcion polindmica y por tanto continua y derivable en todo R, en
particular es continua y derivable en 0 < x < 4.

Six =4, f(x) = x2 - 8x + 17, que es una funcién polinémica y por tanto continua y derivable en todo R, en
particular es continua y derivable en x > 4.

Faltaria estudiar la continuidad y derivabilidad en x =0 y en x = 4. Ya hemos visto que es continua en x = 0,
pero no en x = 4. Resumiendo f es continua en R — {4}

Como f no es continua en x = 4, tampoco es derivabl eenx=4.

Veamos si es derivable en x = 0, es decir si f /(0-) = f (0+)

1 Si x<0 0 Si x<0
f(x) = Xx*+1 si 0<x<4; f'(x)=4 -2x si 0<x<4.
x?-8x+17 si  x=24 2x-8 si  x>4

Estudiaremos la continuidad de la derivada.
f'(0-) = Iirg_f ‘x) = Iir(r)1_ (0)=0. f(0+)= Iir(r)1_f ‘x) = Iirg (-2x) = 0. Como f '(0-) = f (0+), existe f ‘(0), es
decir f(x) es derivable en R — {4}.

c)
Calcule f'(1) y f‘(5).

Vemos que x =1 estden 0 <x <4, donde f’(x) =-2x, luego f ‘(1) =-2(1) =-2.
Vemos que x =5 esta en x >4, donde f’(x) = 2x - 8, luego f ‘(5) = 2(5) - 8 = 2.

EJERCICIO 3 (A)

a) (1'5 puntos) Calcule la probabilidad de que al lanzar dos dados, la suma de sus puntuaciones sea un
multiplo de 4.

b) (1 punto) De un experimento aleatorio se conocen las siguientes probabilidades P(AC) = 0’8, P(B®) =07,
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P(AOB) = 0'5. ¢ Son A y B incompatibles?
Solucion
a)
Calcule la probabilidad de que al lanzar dos dados, la suma de sus puntuaciones sea un multiplo de 4.

Sabemos que al lanzar dos dados tenemos 36 = 6x6 sucesos elementales distintos posibles.
La suma de las puntuaciones son 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11y 12.
Los multiplos de 4 son el 4, el 8 y el 12. Veamos los sucesos elementales que lo componen:
El 4 viene de (1,3), (3,1) y (2,2).
El 8 viene de (2,6), (6,2), (3,5), (5,3) y (4,4).
El 12 viene de (6,6). Vemos que hay en total 9 casos favorables (tres del 4, cinco del 8 y uno del 12).
p(suma multiplo de 4) = (himero de casos favorables  )/(nGmero de casos posibles) = 9/36 = 1/4 = 0'25.
b)
De un experimento aleatorio se conocen las siguientes probabilidades P(A€) = 0’8, P(B€) =07, P(AOB) =
=0'5. ¢Son Ay B incompatibles?
p(AnB)

Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) =W; p(B) =1 - p(B®);
pP(A€nBC) = {Ley de Morgan} = p(ALB)¢ = {suceso contrario} = 1 - p(AOB); p(AnBC) = p(A) - p(AnB).
Ay B son incompatibles si p(AnB) z0.

De P(A®) =08, p(A)=1-P(A%) =1-08=02.
Analogamente de P(B®) =07, p(B)=1-P(B¢)=1-07=0'3.
Como p(AnB) =p(A) + p(B) - p(ALB) =0'2 + 0’3 — 0’5 = 0, los sucesos Ay B son incompatibles.

EJERCICIO 4 (A)
(2'5 puntos) El servicio de atencion al cliente de una empresa funciona eficazmente si el tiempo medio de
atencion es inferior o igual a 7 minutos. Se toma una muestra de 36 clientes atendidos y se observa que el
tiempo medio es de 8 minutos. Suponiendo que el tiempo empleado en atender a un cliente sigue una
distribucion Normal con varianza 16, plantee un contraste de hipétesis (Ho :u < 7), con un nivel de
significacién de 0’05, determine la regién critica de este contraste y razone si se puede aceptar que ese
servicio funciona de forma eficaz.

Solucion
El servicio de atencidn al cliente de una empresa funciona eficazmente si el tiempo medio de atencién es
inferior o igual a 7 minutos. Se toma una muestra de 36 clientes atendidos y se observa que el tiempo medio
es de 8 minutos. Suponiendo que el tiempo empleado en atender a un cliente sigue una distribucién Normal
con varianza 16, plantee un contraste de hip6tesis (Ho:p < 7), con un nivel de significacion de 0’05,
determine la regidn critica de este contraste y razone si se puede aceptar que ese servicio funciona de
forma eficaz.

Del problema: Ho:p < 7 (tiempo de atencién es inferior o igual a 7 minutos), tamafo de la muestra n = 36;
tiempo medio X = 8, varianza g2 = 16, desviacion tipica poblacional = o = 5, nivel de significaciéon de a=5% =
= 0’05, luego X — N(u,4), y la distribucién muestral de medias X sigue también una distribucién normal:

_ o 4
N(X,—=) =N(8,—=) = N(8,1)
Jn J16
Trabajaremos con lo normal N(0,1), tipificada de la normal muestral.
También se puede hacer con la distribucién normal muestral y es parecido a los intervalos de confianza.

El problema la dividimos en cinco etapas

Etapa 1: Formulamos la hip6tesis nula y la alternativa.

Las hipétesis nula y alternativa son Ho : < 7 (el tiempo medio de atencion es inferior o igual a 7 minutos) y
H:: p> 7, lo cual nos indica la direccion del contraste, es un contraste unilateral por la derecha, por tanto la
region critica esta a la derecha del punto critico 1.4 .

Etapa 2: Calculamos el punto critico que nos dara la region critica y de aceptacion.
Para el nivel de significacidn es a = 0’05, tenemos un nivel de confianza o probabilidad = 1 - a = 0'95.

De p(Z<zia)=1-0a=1-005=0'95, mirando en las tablas de la N(0,1), vemos que dicha probabilidad no
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viene en la tabla, y los valores mas préoximos es 0’9495 y 0’9505 que corresponden a 1'64 y 1’65, por tanto
el valor critico es la media de ambos z1.a = (1'64 + 1'65)/2 = 1’645, que separa la zona de aceptacién y la
de rechazo.

Lo observamos en un dibujo:

Regién acgptacion

0 Zl‘»u
Etapas 3 y 4: Ponemos el estadistico del contraste y calculamos el valor observado.
- X - _
En este caso el estadistico de prueba de este contraste es Z = /\/'Lﬁ) , que sigue una ley normal N(0,1), y
ol\n
X-4 _ 8-7

el valor observado del estadistico de prueba  sera el nimero z, =

o aie

Etapa 5: Comparamos el valor observado con el punto critico para tomar la decisiéon adecuada.
Como el valor observado del estadistico de pruebaz =1 estd alaizquierda del punto critico
z1.a = 1’645, estamos en la zona de aceptacion

Resumiendo, aceptamos la hipotesis nula H o: o < 7 para un nivel de significacion o = 0'05.

Con lo cual, con un nivel de significacion del 5%, el tiempo medio de atencién es inferior o igual a 7
minutos.

OPCION B

EJERCICIO 1 (B)
Sea el siguiente conjunto de inecuaciones: x-3y<8; 3x+2y=>15; x+3y<12; x=0; y=0.
a) (1 punto) Dibuje el recinto del plano determinado por estas inecuaciones.
b) (1 punto) Determine los vértices de este recinto.
¢) (0’5 puntos) Maximice la funcién F(x,y) = 5x + 9y en este recinto, indicando el punto o puntos donde se
alcanza ese maximo.

Solucion
Sea el siguiente conjunto de inecuaciones: x-3y<8; 3x+2y=>15; x+3y<12; x=0; y=0.
Dibuje el recinto del plano determinado por estas inecuaciones. Determine los vértices de este recinto.
Maximice la funcién F(x,y) = 5x + 9y en este recinto, indicando el punto o puntos donde se alcanza ese
maximo.
Funcion a optimizar es F(X,y) = 5x + 9y.

Restricciones: x-3y <8; 3x+2y =15 x+3y <12, x=20; y=0

Las desigualdades x-3y<8; 3x+2y>15; x+3y<12; x=20; y=0, las transformamos en

igualdades, y sus gréficas ya sonrectas, x-3y=8; 3x+2y=15 x+3y=12; x=0; y=0

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=x/3-8/3; y=-3x/2+15/2; y=-x13+4 x=0; y=0

Dibuje el recinto convexo del plano determinado por estas inecuaciones
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Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De y=0 e y=-3x/2+15/2, tenemos 0 = -3x/2+15/2 - 3x =15 - x =5, y el vértice es A(5,0).

De y=0 e y=x/3-8/3, tenemos 0 =x/3-8/3 - x =8, y el vértice es B(8,0).

De y=x/3-8/3 e y=-x/3+4, tenemos x/3-8/3 = -x/3+4 - x-8 = -x+12 - 2x =20, conlocual x=10,e y =
=10/3 — 8/3 = 2/3, y el vértice es C(10,2/3).

De y=-x/3+4 e y=-3x/2+15/2, tenemos -x/3+4 = -3x/2+15/2 - -2x+24 =-9x + 45 - 7x =21, conlo
cual x=21/7=3,e y=-3/3+4 =3,y el vértice es D(3,3).

Vemos que la regién factible es el poligono conexo limitado por los vértices del recinto, que son: A(5,0),
B(8,0), C(10,2/3) y D(3,3).

Veamos la solucion éptima de la funcion F(x,y) = 5x + 9y en el recinto anterior, asi como los puntos en los
gue se alcanza.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region convexa acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(5,0), B(8,0), C(10,2/3) y D(3,3). En el caso de que coincidan en
dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(5,0) = 5(5) + 9(0) = 25; F(8,0) = 5(8) + 9(0) = 40;
F(10,2/3) = 5(10) + 9(2/3) =56; F(3,3) = 5(3) + 9(3) = 42.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en la region e s 56 (el
mayor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(10,2/3).

EJERCICIO 2 (B)
Se considera la funcion f(x) = x3 - 2x? + x.
a) (1'3 puntos) Halle el maximo, el minimo y el punto de inflexién de la funcion.
b) (0’6 puntos) Calcule los puntos de corte con los ejes.
c) (0’6 puntos) Obtenga las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica de f en los puntos de abscisas
x=0yx=1.
Solucion
Se considera la funcion f(x) = x3 - 2x2 + x.
a)
Halle el maximo, el minimo y el punto de inflexién de la funcion.

Sabemos quesif‘(@)=0 y f“(a) <0, x =a es un maximo relativo.
Sabemos quesif‘(@a)=0 y f“(a) >0, x =a es un minimo relativo.
Sabemos que sif“(b) =0 y f"'(b) # 0, x =b es un punto de inflexién.

f(x) =x3-2x2+x; f'(x)=3x2-4x+1; f"(x) =6x-4; f"(x)=6.
_42:16-12 4+ 4 422
6

6 6

Def‘x)=0 - 3x2-4x+1=0 - x ,dedondex=1vy x=2/6=1/3,

gue seran los posibles extremos relativos.

Como f“(1)=6(1)-4=2>0,x =1 es un minimo relativo de la graficade f(x)y valef(1) =1%-2.12+ 1=
=0.

Como f “(1/3) = 6(1/3) - 4 = -2 < 0, x = 1/3 es un maximo relativo de la gréafica de f(x)  yvale f(1/3) =

= (1/3)3 - 2-(1/3)2 + (1/3) = 4/27 00'148.

Def“x)=0 - 6x-4=0 - x=4/6=2/3, de donde x = 2/3 sera el posible punto de inflexién.
Como f “(2/3) =6 # 0, x = 2/3 es el punto de inflexion de la graficade f  (x) y vale f(2/3) =

= (2/3)% - 2-(2/3)* + (2/3) = 2/27 O0'0741.

b)

Calcule los puntos de corte con los ejes.

Para x =0, punto (0,f(0)) = (0,0). Corte con el eje de ordenadas (OY).

+ -
Paraf(x) =0 =x3-2x2+x=X-(X2-2x+1)=0,de donde x=0 y x2-2x+ 1 =0, luego x = 2'# =
=1+ 0, de donde x = 1(doble), y los puntos de corte son (0,f(0)) = (0,0) y (1,f(1)) = (1,0). Cortes con el eje

de abscisas (OX).

german.jss@gmail.com 5



IES Fco Ayala de Granada Modelo 5 del 2015 (Soluciones) German-Jesus Rubio Luna

c)
Obtenga las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de f en los puntos de abscisas x =0y x = 1.

La ecuacidn de la recta tangente en x = 0 es: y — f(0) = f /(0)- (x — 0).
f(0) = (0)®—2(0)2+ (0) = 0; f(0) = 3(0)2—4(0)+ 1 =1.
La recta tangente pedidaes: y—0=1-(x—-0), de dondey =x (bisectriz del primer y tercer cuadrante).

La ecuacion de la recta tangente en x = 1 es: y — f(1) = f ‘(1)- (x — 1).

f(1) =(1)*-2(1)?+ (1) =0;f'(1) =3(1)?—-4(1))+1=0.

La recta tangente pedida es: y—0=0-(x-0), de dondey =0, que es una recta horizontal de altura 0
(ecuacion del eje de abscisas OX).

EJERCICIO 3 (B)

Una empresa dedicada a la produccién de jamones ibéricos dispone de dos secaderos, A y B, con distintas
condiciones ambientales y de almacenamiento. En el secadero B se curan la tercera parte de los jamones.
El 25% de los jamones curados en el secadero A son catalogados como Reserva, mientras que en el B este
porcentaje asciende al 80%. Elegido un jamén al azar de uno de los secaderos, calcule la probabilidad de
los siguientes sucesos:

a) (1'5 puntos) El jamén no es de Reserva.

b) (1 punto) Si el jamén es de Reserva, que proceda del secadero A.

Solucion
Una empresa dedicada a la produccién de jamones ibéricos dispone de dos secaderos, A y B, con distintas
condiciones ambientales y de almacenamiento. En el secadero B se curan la tercera parte de los jamones.
El 25% de los jamones curados en el secadero A son catalogados como Reserva, mientras que en el B este
porcentaje asciende al 80%. Elegido un jamén al azar de uno de los secaderos, calcule la probabilidad de
los siguientes sucesos:
a)
El jamén no es de Reserva.

Llamemos A, B, R y RC, a los sucesos siguientes, “secadero A”, " secadero B", “jamén de reserva" y "no es
jamon de reserva", respectivamente.
Datos del problema p(B) = 1/3; p(R/A) = 25% = 025; p(R/B) =80% = 0'8,....

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de ellas que parten de un mismo nodo vale 1).

Aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de que el jamén no es de reserva es:

p(no es de reserva) = p(R ©) = p(A).p(R/A) + p(B).p(R/B) = (2/3)-0'75 + (1/3)-0'2=17/30 0 0’567.
b)
Si el jamon es de Reserva, que proceda del secadero A.

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
P(AR) = P(AnR) _p(A)-P(R/A) _ (2/3)-025
P(R) 1-p(R®)  1-(17/30)

= (5/13) 00’385.

EJERCICIO 4 (B)
De una poblacién Normal de media desconocida [ y desviacion tipica 2 se extrae la siguiente muestra
aleatoria simple de tamafio 10:

38 63 43 6 62 58 15 33 34 29
a) (1'5 puntos) Estime, mediante un intervalo de confianza, la media poblacional para un nivel de confianza
del 92%. Obtenga su error de estimacion.
b) (1 punto) ¢ Qué tamafio muestral minimo seria necesario para reducir ese error a la mitad, con el mismo
nivel de confianza?
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Solucion
De una poblaciéon Normal de media desconocida [ y desviacion tipica 2 se extrae la siguiente muestra
aleatoria simple de tamafio 10:
38 63 43 6 62 58 15 33 34 29
a)
Estime, mediante un intervalo de confianza, la media poblacional para un nivel de confianza del 92%.
Obtenga su error de estimacion.
o

Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(y, NG ),y
n
generalmente escribimos X =N(U, -=) 0 X — N, -Z)
" n " n

/2

T 2 5

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
1.C. (W) = [? ~2,,,0Z %+2,, gij = (a,b)
n Jn
donde z1-a2 ¥ Zaz = - Z1-w2 SON l0S puntos criticos de la variable aleatoria Normal tipificada Z = N(0,1) que
verifica p(Z € z1a2) =1 - 0/2

. ‘e L g .
También sabemos que el error maximo de la estimacion es E = z,_,,, 3—= = (b - @)/2, para el intervalo de la

N

2
media, de donde el tamafio minimo de la muestraes n = (%) .
Datos del problema: n = 10; X = (3'8+6'3+4'3+6+6'2+5'8+1'5+3'3+3'4+2'9)/10 = 4'35; 0 = 2; nivel de
confianza =92% =092 =1 - a, de donde a = 0’08, con la cual a/2 = 0°08/2 = 0'04.

De p(Z £ z1.a2) =1 - 0a/2 =1 - 004 = 0'96, mirando en las tablas de la N(0,1), vemos que la probabilidad 0'96
no viene, y que la probabilidad mas préoxima es 0'9599, corresponde a z1.o2 = 1'75, por tanto el intervalo de
confianza pedido es:

_ g _ g 2 2
L.C.(W)=|X-2_,,0=X%x+2_,,0=|=|435-1750=—,4'35+1'750—= | 0(3'2432,54568
(P) ( 1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁj [ \/E \/E] ( )

También sabemos que el error maximo de la estimacion es menor  que el radio del intervalo, es decir

E<z nZ = 1'75EIL J1'1068.

1-al2 \/ﬁ \/E
b)

¢, Qué tamafio muestral minimo seria necesario para reducir ese error a la mitad, con el mismo nivel de
confianza?

Datos del problema: Error = la mitad del anterior = E < b]% , 0 = 2, igual nivel de confianza = 92% nos da

Z1a2 = 1'75.
o 175 . 2,00 Y

Deerror=E= z,_,,, 3= = —, tenemos que el tamafio minimo de la muestraesn2 | —==—| =
NENT) E

175.2 Y . ——
= | ——=—=| =40, es decir el tamafio minimo de la muestra es de n = 40.
1'75/v10
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