IES Fco Ayala de Granada Reserva Primera de 2017 (Modelo 3) Solucion  German-Jesus Rubio Luna

OPCION A

17_mod3_EJERCICIO 1 (A)

. 2 4 -3 0
Sean las matrices A = y B= .
1 -1 0 1

a) (1 punto) Calcule A2+ B3,
b) (1’5 puntos) Calcule X en la ecuacion matricial (A+ B)-X = A- B.
Solucion

. 2 4 30
Sean las matrices A = y B= .
1 -1 0 1

a)
Calcule AZ+ BS.

s B ) R R A R
(53[0 -0 9 3

b)
Calcule X en la ecuacion matricial (A+ B)-X = A- B.

2 4 30 -1 4
Llamamos C=A+B = + =
1 -1 0 1 10

La expresion (A+ B)-X = A- B, la podemos escribir como C-X = A- B

-1 4
Como det(C) = |C| = ‘1 0‘ =0-4=-4¢#0, existe la matriz inversa C1 = l—él-Adj((C)t ).

De C-X = A- B, multiplicando ambos miembros por la izquierda por C! tenemos:
C1.C-X=C%(A-B) - I-©X=C%(A-B) - X=C!(A-B).

11 0 -1
Calculamos C1 = l—él-Adj((C)t), [C]=-4; Ct= (4 Oj ; Adj(AY) = ( 4 J, por tanto la matriz inversa es

0 -1 0 1/4 2 4) (-3 0)_(5 4
Ct= i-Adj((C)‘) =1 = . Tenemos A-B = - =
IC -4 -4 -1 1 1/4 1 -1 (0 1) (1 -2

. 1(0 -1)(5 4 1(-1 2 /4 -1/2
Luego la matrizes X=C*.(A-B) = —- = = _
-4 -1)\1 -2) -41-21 -14 21/4 712

17_mod3_EJERCICIO 2 (A)
El beneficio en euros que obtiene una empresa al vender x unidades de un articulo viene dado por la funcion
B(x) = —x2+ 360x —18000, 50 < x < 350.
a) (0’8 puntos) ¢, Cual es el beneficio obtenido si vende 100 unidades? ¢ Cuantas unidades debe vender para
obtener un beneficio de 13500 €?
b) (1 punto) ¢Cual es el nimero de unidades que debe vender para que el beneficio sea maximo? ¢ A cuanto
asciende ese beneficio?
c) (0’7 puntos) Represente graficamente la funcién y determine cuantas unidades hay que vender para no
obtener pérdidas.

Solucion
El beneficio en euros que obtiene una empresa al vender x unidades de un articulo viene dado por la funcién
B(x) = —=x2+ 360x —18000, 50 < x < 350.
a)
¢,Cudl es el beneficio obtenido si vende 100 unidades? ¢ Cuantas unidades debe vender para obtener un
beneficio de 13500 €7

Para x = 100, tenemos B(x) = —(100)2+ 360(100) —18000 = 8000 € de beneficio.

Me piden resolver la ecuacién B(x) = 13500 - -x2+ 360x —18000 = 13500 - 0 =x2?- 360x + 31500 -
« = 360 + /129600 - 126000 _ 360 + /3600 _ 360 + 60

2 2
obtener un beneficio de 13500 €, hay que vender 150 unidades o 210 unidades.

, de donde x =150 y x =210; es decir para

-
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(b) y parte del (c)
¢,Cudl es el niumero de unidades que debe vender para que el beneficio sea maximo? ¢A cuanto asciende
ese beneficio?

La gréafica de la funcién B(x) = —x2+ 360x —18000, 50 < x < 350, es un trozo de parabola que tiene las
ramas hacia abajo (n), porque el nUmero que multiplica a x? es negativo.

Su vértice, que en este caso es el maximo relativo y absoluto, al ser la grafica de la parabola asi n,
tiene la abscisa “x” del maximo en la solucién de la ecuacién B '(x) =0 = -2x + 360, de donde x = 180 y
el vértice es V(180,B(180)) = V(9,14400).

B(180) = —(180)? + 360(180) —18000 = 14400.

Como en x = 180 esta el maximo, el beneficio maximo es de 14400 €

Para terminar la grafica del trozo de parabola, calculamos B(50) y B(350) que son los extremos del in-
tervalo:

B(50) = —(50)2 + 360(50) —18000 = -2500. Punto (50,-2500)
B(350) = —(350)2 + 360(350) —18000 = - 14500. Punto (350,-14500)

Un esbozo del trozo de la grafica de la parabola, con los tres puntos anteriores incluyendo el vértice es:

—a? + 360z — 18000

50 < > = 350

También me piden unidades que hay que vender para no obtener perdidas, para lo cual hay que resolver la
ecuacion B(x) = —x?+ 360x —18000 = 0 = +x2- 360x +18000 (si nos fijamos en la grafica saldrax =60 y x
= 300).

_ 360 + /129600 - 72000 _ 360 + /57600 _ 360 * 240

De x2-360x + 18000=0 - x= > > > , de donde x = 60

y x = 300, es decir para no obtener perdidas hay que vender entre 60y 300 unidades.

17_mod3_EJERCICIO 3 (A)
Sean A, B y C tres sucesos de los que se sabe que A y B son independientes, Ay C son incompatibles,
p(A) =04, p(AnB) =01 y p(C) =0'2. Calcule las probabilidades de los siguientes sucesos:
a) (1'25 puntos) Que suceda A si no sucede B.
b) (0’75 puntos) Que no suceda ni A ni C.
¢) (0’5 puntos) Que si no sucede B tampoco suceda A.
Solucion
Sean A, B y C tres sucesos de los que se sabe que Ay B son independientes, Ay C son incompatibles,
p(A) =04, p(AnB) =01 y p(C) =0’2. Calcule las probabilidades de los siguientes sucesos:
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a)
Que suceda A si no sucede B.

Del problema tenemos: p(A) = 0'4; p(AnB) =0'1; p(C) = 0'2; Ay B independientes es decir p(AnB) =
=p(A)-p(B) -~ 0'1 = 0'4-p(B), de donde p(B) = 0’1/0'4 =0'25; Ay C son incompatibles es decir p(AnC)

=2/5=04.

C
Me piden p(A/B) = p(A nB ) _P(A)-p(AnB) _04-01 _03
p(B°) 1-p(B) 1-025 075
b)
Que no suceda ni A ni C.

Me piden p(A¢n CC) = {Ley de Morgan} = p(AUC)° = {suceso contrario} = 1 - p(A0C) ={++} =1-06 =04

{++} p(AOC) = p(A) + p(C) - p(AnC) =0'4 + 0’2 - 0 = 0’6
)

Que si no sucede B tampoco suceda A.

A° nB°
0(B) 075

{++} p(AnBC) = p(AOB)C = 1 - p(ALB) = 1 - (p(A) + p(B) - p(AnB) ) = 1 — (0’4 + 0'25 — 0'1) = 9/20.

Me piden p(AC/B°) =

17_mod3_EJERCICIO 4 (A)
Se desea estimar el porcentaje de alumnos de un determinado instituto que lleva gafas. Para ello se eligen
300 alumnos, de los que 210 llevan gafas.
a) (1’5 puntos) Calcule el intervalo de confianza para la proporcion de alumnos que lleva gafas, con un nivel
de confianza del 97 %.
b) (1 punto) Si por estudios en otros institutos se sabe que la proporcién de alumnos que lleva gafas es del
70 %, determine el tamafio minimo de la muestra necesario para que, con una confianza del 97 %, el error
maximo que se cometa sea inferior a 0’06.

Solucién
Se desea estimar el porcentaje de alumnos de un determinado instituto que lleva gafas. Para ello se eligen
300 alumnos, de los que 210 llevan gafas.

Sabemos que si n = 30 para la proporcion muestral p, el estimador PROPORCION MUESTRAL P sigue

~ A~

~ P9 C . N=1_n
una normal N p, ? gue es la distribucion muestral de proporciones, donde g=1-p, y generalmente

%1 o b NR [PY

escribimos p = N p,

Zin z

12

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la proporcién p de las muestras es:

.C.(p) = {ﬁ 2P zl.a,z-\/%q = (b-a)

donde z; - 42 €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z=N(0,1) que verifica
P(Z<z1-a2) =1-al2
(Zl-c(/2 )2 . ﬁa

= (b-a)/2, de donde el tamafio de la muestra es n > =

El error cometido es E < z pA-p)
n

1-al2*

a)
Calcule el intervalo de confianza para la proporcién de alumnos que lleva gafas, con un nivel de confianza del
97 %.
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Datos del problema: n = 300; P =210/300 =07, =1-0'7 = 0'3, nivel de confianza=97% =097 =1 - q,
de donde a = 0’03, con la cual a/2 = 0'03/2 = 0'055.

De p(Z € z1a2) =1 - 0/2 =1 - 0015 = 0985, mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'985 viene y corresponden a 2’17, luego zi1-a2 €S el punto medio de ambos, luego zi-o2 = 2’17, por tanto el
intervalo de confianza pedido es:

. e b o oo [07:08 . _ [07-03
C.)=|P-2Zppi|—P+2Z_pu|— | == |07-2'17.,[—=,07 - 2'17. ' 0 ,
1.C.(p) [p a2 P+z_,, - ] [ 200 200 0 (0'6426; 0'7574)

b)

Si por estudios en otros institutos se sabe que la proporcién de alumnos que lleva gafas es del 70 %, determine
el tamafio minimo de la muestra necesario para que, con una confianza del 97 %, el error maximo que se
cometa sea inferior a 0'06.

Datos del problema: P =07, § = 0’3, error = E < 0’06, nivel de confianza el mismo 97%, al cual le corres-
pondia un punto critico z1-a2 = 2'17.

B(1-p Z,...) 2'17)’[0'7[0'3
De E= 21_0,2.1}M , tenemos n > (21 B _ (217) = 274’69, por tanto el tamafio mi-
n

E? (0'06)?
nimo de los alumnos que hay que seleccionar es n = 275.
OPCION B

17_mod3_EJERCICIO 1 (B)
a) (1'2 puntos) Represente el recinto dado por las siguientes inecuaciones:
ys<x+3 X+5y=3 2x+7y<30 y=20
b) (0’5 puntos) Razone si el punto (5, 3) pertenece al recinto anterior.
c) (0’8 puntos) Obtenga los valores minimo y maximo de la funcién F(x, y) = X — y en ese recinto, indicando
en qué puntos se alcanzan.

Solucién
(@), (b) y (c).
a) Represente el recinto dado por las siguientes inecuaciones: y<x +3; x+5y=3; 2x+7y<30; y=0
b) Razone si el punto (5, 3) pertenece al recinto anterior.
c¢) Obtenga los valores minimo y maximo de la funcion F(x, y) = x — y en ese recinto, indicando en qué puntos
se alcanzan.

Funcion a optimizar es F(x,y) = x - y.
Restricciones: y <x+3; x+5y 23; 2x+7y £30; y20

(b) para ver si el punto (5,3) pertenece al recinto, observamos si verifica las tres inecuaciones a la vez:

y<x+3 - 3<5+3 - 3<8. CIERTO
X+5y=3 - 5+53)=23 - 20=3. CIERTO
2x+7y<30 - 2(5)+7(3)<30 - 31=<30. FALSO
y20 > y20 - 320.CIERTO

Como el punto (5,3) no verifica una de las inecuaci  ones, dicho punto (5,3) no pertenece al dominio
cerrado convexo.

@y (¢

Las desigualdades y<x+3; x+5y=3; 2x + 7y < 30; y = 0, las transformamos en igualdades, y sus
graficas yasonrectas, y=x+3; x+5y=3; 2x+7y=30; y=0

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=x+3; y=3/5-x/5; y=-2x/7 +30/7; y=0

Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, que es el poligono convexo limitado
por los vértices A, B, C, y D de los cortes de dichas rectas, cuyos lados son los bordes del recinto delimitado
por las inecuaciones dadas.
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y=-2¢7 + 307

De y=x+3 e vy =-x/5+3/5, tenemos x+3 = -x/5+3/5 - 5x+15 = -x+3 - 6x = -12, de donde x = -2 y la
ordenada es y = x+(-2) = 1, y el vértice es A(-2,1).

De y=-x/5+3/5 e y=0,tenemos -x/5+3/5=0 - -x+3 =0, de donde x = 3, y el vértice es B(3,0).

De y=0 e y=-2x/7+30/7,tenemos 0 =-2x/7+30/7 - 0 =-2x+30 - 2x = 30, con lo cual x = 15, y el vértice
es C(15,0).

De y=x+3 e y=-2x/7+30/7, tenemos x+3 =-2x/7+30/7 - 7x+21=-2x+30 - 9x=9,conlocualx=1,¢e
y = (1)+3 =4, y el vértice es D(1,4).

Vemos que la region factible es el poligono conexo limitado por los vértices del recinto, que son: A(-2,1),
B(3,0), C(15,0) y D(1,4).

Veamos la solucion éptima de la funcién F(x,y) = x - y en el recinto anterior, asi como los puntos en los que
se alcanza.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regién convexa acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(-2,1), B(3,0), C(15,0) y D(1,4). En el caso de que coincidan en dos
vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

Fa(-2,1) = (-2) - (1) =-3; Fs(3,0)=(3)-(0) =3;
Fc(15,0) = (15) - (0) = 15; Fo(1,4) = (1) - (4) =-3.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F enlaregione s 15 (el
mayor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(15,03), y el minimo abs oluto de la funcién F en
la region es -3 (el menor valor en los vértices) y se alcanza en los vértices A(-2,1) y D(1,4), por tanto se
alcanza en todos los puntos del segmento AD.

17_mod3_EJERCICIO 2 (B)
a
Se considera la funcion f(x) = x-1
x?-bx-1 si x=20
a) (1'5 puntos) Calcule el valor de ay b, para que la funcién sea derivable en x = 0.

b) (1 punto) Paraa =1y b =2, halle la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcién en el punto de
abscisa x = 2.

si x<0

Solucién

a
Se considera la funcion f(x)=<{ x-1
x?-bx-1 si x=20

si x<0

a)

Calcule el valor de ay b, para que la funcion sea derivable en x = 0.

Sabemos que si una funcion es derivable en x = 0, también es continua en x = 0.
Veamos la continuidad y la derivabilidad de f en x =0.

f(x) es continuaenx=0 si f(2) = Iirg_ f(x) = Iiry+ f(x).
f2) = Iiry+ f(x) = IirQ+ (x2-bx-1)=(0)2-b(0)+1 =1;
x-1 0-1

5.6
Iinoﬁ_ f(x) = Iirg_ ( = = -a, como son iguales tenemos 1 = -a, de donde a = -1.
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2 s x<0 '('1)2 si x<0
fx)=17 x-1 ; tenemos f'(x) = {(x-1)
x*-bx-1 si x>0 2x-b si x=0

f(x) es derivable en x = 0 si Iirg_f ‘x) = Iirp f ‘(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

1 1

2 2
Iirg_f ‘(x) = IirQ_ (x-1)° - (0-1)" - 1; Iir&f ‘(x) = Iirp+ (2x—b) =0 - b = -b, como son iguales tenemos
1=-b, de donde b =-1.

La funcion f es continua y derivableenx=0,pa raa=b=-1.
b)
Paraa=1y b =2, halle la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion en el punto de abscisa
X=2.

o — 0 _ 1 ~ si x<0 _
Nuestra funcion es f(x) = x-1 , ¥ su derivada f'(x) = {(x-1) y ya hemos visto

x*-2x-1 si x>0 2x-2 si x>0

en el apartado (a) que es continua y derivable en todo R.

Si

Vemos x =2 estaen laramax 2 0, luego f(x) = x2-2x -1 y f‘(x) =2x - 2.

Larectatangenteenx =2es y-f(2) =f'(2)-(x- 2)

fx)=x?-2x-1 - f(2)=(2)?-2(2)-1=-1.

f'x)=2x-2 - f'(2)=2(2)-2=2

Larectatangenteenx=2es y-(-1) =2-(x- 2), de donde y = 2x - 5.

17_mod3_EJERCICIO 3 (B)

Para superar una asignatura un estudiante hace un examen tedrico y otro practico. La probabilidad de que

apruebe el examen tedrico es 0’8, la de que apruebe el examen practico es 0'6 y la de que apruebe ambos

es 0'5.

a) (1 punto) ¢Cual es la probabilidad de que apruebe al menos uno de los dos exadmenes?

b) (1 punto) ¢ Cual es la probabilidad de que apruebe el examen practico en caso de no haber aprobado el

examen tedrico?

c) (0’5 puntos) ¢ Son independientes los sucesos “aprobar el examen teorico” y “aprobar el examen practico?
Solucion

Para superar una asignatura un estudiante hace un examen tedrico y otro practico. La probabilidad de que

apruebe el examen teodrico es 0'8, la de que apruebe el examen practico es 0'6 y la de que apruebe ambos

es 0'5.

a)

¢,Cudl es la probabilidad de que apruebe al menos uno de los dos examenes?

Llamemos Ay B a los sucesos "Examen tedrico” y “Examen practico”, respectivamente
Datos del problema: p(apruebe el examen teérico) = p(A) = 0'8; p(apruebe el examen préctico) = p(B) = 0'6;

p(apruebe ambos examenes) = p(AnB) = 05;

Me estan pidiendo p(aprobar alguno de los exdmenes) =p(A6 B) =p(A UB) =
=p(A) + p(B) - p(AnB) =0'8 + 0’6 - 0'5 = 0'9.
b)

¢, Cudl es la probabilidad de que apruebe el examen practico en caso de no haber aprobado el examen tedrico?

(e}
Me estan pidiendo p(B condicionado a noA) = p(B/A°) = p(B OCA ) = P(B) -p(ANB) =
P(A™) 1-p(A)

=(0'6-0'5)/(1-0'8) =1/2=0'5.
c)
¢, Son independientes los sucesos “aprobar el examen tedrico” y “aprobar el examen practico™?

Sabemos que dos sucesos A y B son independientes si p(AnB) = p(A)-p(B).

Como p(AnB) =05 #p(A)-p(B) =0'8-0'6 = 0'48, los sucesos “aprobar el examen tedrico” y “aprobar
el examen practico” no son independientes.
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17_mod3_EJERCICIO 4 (B)
Se sabe que el peso de los tarros de mermelada que fabrica una empresa sigue una distribucién Normal con
desviacion tipica 25 g. Con objeto de estimar el peso medio de los tarros fabricados por esa empresa se
selecciona una muestra aleatoria de 100 tarros de esa fabrica obteniéndose un peso medio de 230 g.
a) (1'3 puntos) Calcule un intervalo de confianza, al 96 %, para la media de la poblacion.
b) (0°2 puntos) ¢ Qué error maximo se ha cometido en el intervalo anterior?
¢) (1 punto) Determine el tamafio muestral minimo para que el error maximo cometido al construir un intervalo
de confianza, con el mismo nivel de confianza, sea 2 g.

Solucién
Se sabe que el peso de los tarros de mermelada que fabrica una empresa sigue una distribucion Normal con
desviacion tipica 25 g. Con objeto de estimar el peso medio de los tarros fabricados por esa empresa se
selecciona una muestra aleatoria de 100 tarros de esa fabrica obteniéndose un peso medio de 230 g.
a)
Calcule un intervalo de confianza, al 96 %, para la media de la poblacion.

Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(y, % ),y
n
i N o V2 o
generalmente escribimos X =N(u, —) o0 X — N(u, —)
Jn Jn
1-a
w2 a2 T~

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
_ o _ g -
I.C. (W) = (x S BT,X +2Zy 0o GT] = (a,b); también sabemos que Zi-w2 Y Zar2 = - Z1-ar2 SON l0S puntos
n n

criticos de la variable aleatoria Normal tipificada Z = N(0,1) que verifica p(Z < z1 -a2) =1 - a/2

.z 2o . .z g .
También sabemos que el error maximo de la estimacion es E = z O—= = (b - a)/2, para el intervalo de

1-a/2 \/ﬁ
2
Zlﬂ/Z'O-j

confianza de las medias, de donde el tamafio minimo de la muestraes n = [T
Datos del problema: o = 25; n = 100; X = 230; nivel de confianza = 96% =096 = 1 - a, de donde a = 0’04,
con la cual a/2 = 0'04/2 = 0'02.

De p(Z £ z1a2) =1 -0/2 =1 - 002 = 0'98, mirando en las tablas de la N(0,1), vemos que la probabilidad 0'98
no viene, y que la probabilidad mas préxima es 0’9798, que corresponde a zi1.o2 = 2'05, por tanto el intervalo
de confianza pedido es:

1L.C.(W) = | % - T+ g | = 220522 530+ 2 Z_SJ = (224'875,235'125) gra-
(%)) [x Zy o D\/—H,x Zy o G\/_ﬁ] [230 2'05 W,ZSO 2'05 Jioo ( : )9
mos.

b)

¢, Qué error maximo se ha cometido en el intervalo anterior?

E (2°05-25)A/(100) = = (2'05- 25)/10 = 5'125 gramos.

1-al2 \/ﬁ
C)

Determine el tamafio muestral minimo para que el error maximo cometido al construir un intervalo de
confianza, con el mismo nivel de confianza, sea 2 g.

Sabemos que el error médximo cometidoesE < z

Datos del problema: o = 25; error = E < 2; nivel de confianza el mismo 96% , por tanto el punto critico es
Z1-a2 = 2’05.

1_u,2.oj2 (2'05-25
DeerrorE< z =

2
Z
=2, tenemos n 2 [ E 5 j (1656641, tenemos que el tamafo

g
1-al2 Gﬁ

minimo es de n = 657 tarros.
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