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OPCION A

16_mod4_EJERCICIO 1 (A)
a) (0’5 puntos) Si A es una matriz de dimension mxn, indique la dimension de una matriz X si se verifica
que (At-A)-X = In.

11
b) (125 puntos) Calcule dicha matriz X enelcasoenque A=|1 -1].
11

c) (0’75 puntos) Calcule, si es posible, el producto A (AtA).
Solucion
a)
Si A es una matriz de dimensiéon mxn, indique la dimensioén de una matriz X si se verifica que (At-A)-X = In.

Para poder multiplicar matrices el nimero de columnas de la 12 tiene que coincidir con el nimero de filas de
la 22; y para poder sumar matrices deben de tener el mismo orden.

(Alaxa: Asx2)-Xaxz = l2xe.

(Abxs- Asxz) es de orden 2x2, como | es cuadrada, X es cuadrada y el nimero de filas es 2 para poder multi-
plicar por la derecha por la matriz (Atxs- Asxz), por tanto X es cuadrada de orden 2x2 y la identidad | también
es de orden 2x2.

b)
11
Calcule dicha matriz X enelcasoenque A=|1 -1{.
11
11
(At2><3‘ A3x2)=C= [1 1 l)' 1 -1 :[3 1]
- 1-11 11 13

31
La expresion AtA-X =1, es C-X = 1. Como det(C) = |C| = ‘1 3‘ =9-1=8+#0, existe matriz inversa

C'1=|—é|-Adj(Ct). Multiplicando la expresion C-X = | por la izquierda por C* tenemos:
CLC-X=CLl - I-X=C! 5 X=C'luego X coincide conC 2.

det(C>:8.cr:G ;j,Adj(cv:[:* -1];0'1:i-Adj(C‘)=%{3 '1],|uego;

-1 3 IC] -1 3
3 -1 3/8 -1/8
X=C! = E = .
8\-1 3 -1/8 3/8
c)
Calcule, si es posible, el producto A (A-A).
Para poder multiplicar matrices el nUmero de columnas de la 12 tiene que coincidir con el nimero de filas de

la 22, y el producto tiene filas de la primera matriz y columnas de la segunda matriz; y para poder sumar
matrices deben de tener el mismo orden.

Asxz (Alaxz: Asxz) = Asxe- Coxz = Daxe, efectivamente se puede multiplicar y nos sale la matriz D de orden 3x2,
veamoslo:

11 4 4
31

D=AC=|1 -1} 2 -2
13

11 4 4

16_mod4_EJERCICIO 2 (A)
1., .
= <

Sea la funcién f(x) = ax *losi xs<2 ,cona>0.
-x+a si x>2

a) (1'3 puntos) Calcule el valor del parametro a para que la funcién sea continua en su dominio. En este caso,
¢.seria derivable en su dominio?
b) (1’2 puntos) Para el valor a = 4, represente graficamente la funcion y halle la ecuacién de la recta
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tangente a la grafica de la funcién en el punto de abscisa x = —1.
Solucion

1 .
Sea la funcién f(x) = EX2+1 Si x=<2 ,cona>0.

-Xx+a si x>2
a)
Calcule el valor del pardmetro a para que la funcién sea continua en su dominio. En este caso, ¢ seria derivable
en su dominio?

Estudiamos la continuidad en x = 2.

f(x) es continuaenx =2 si f(2) = |in2’|_ f(x) = IirT21 f(x).

2
f(2) = lim f(x) = lim (Ex2+1j= @+1 = ﬂ+1.
X 2= X 2- a a a
i+1 =-2+a
Iirg f(x) = Iirg (-x + a) = -2 + a, como tienen que ser iguales tenemos & , de donde
gz «(-3)£/3%-4-(-4) 3425 35
4+a = -2a+a?, es decir 0 = -4 - 3a + a2 Resolviendo la ecuacién 2 2 2

es decir las soluciones a = (3+5)/2 =4 y a = (3-5)/2 = -1. Como dicen que a > 0, resulta que a = 4, para
gue f(x) sea continua.

Veamos la derivabilidad para a = 4.
2

X . 2X . X .
Sia=4, f(x) = Iﬂ Si xsz; FY(x) = Y Si x<2= > Si x<2;

X+4 si x>2 -1 si x>2 -1 si x>2
f(x) es derivableenx =2 si f*(2) =f‘(2*) (Vemos la continuidad de la derivada) la hacemos con a = 5.
f'2) = x"ﬁ‘,f ‘x) = xliﬁngﬁ (x/2)=2/2=1.
f'29 = XI[n;+f‘(x) = XI[n;+ (-1) =-1.
Como f‘(2)=1#f'2%) =-1, lafuncién f(x) no es derivable en x =2, paraa= 4.
kF)’)ara el valor a = 4, represente graficamente la funcién y halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica

de la funcién en el punto de abscisa x = -1.
2

X - X
sia=a,f=12 "+ % *5Z r=12 8 X5
X+4 si x>2 -1 si x>2

Si x < 2, f(x) = x4/4 + 1, cuya gréfica es un trozo de parabola con las ramas hacia arriba O (el nGmero que
multiplica a x? es positivo), y abscisa del vértice en la solucién de f ‘(x) = 0 = x/2, de donde x =0 y el
vértice es el punto V(0,f(0)) = V(0,1). Le damos a “x” el valor 2, f(2) = (2)4/4 + 1 = 4/4 + 1 = 2, punto (2,2).
Para terminar de dibujarla le damos un valor a “x” a la izquierda del 0. Para x = -2, f(-2) = (-2)3/4 + 1 =
=4/4 +1 = 2; punto (-2,2).

Six > 2, f(x) = -x + 4, su gréfica es una semirrecta. Con dos puntos es suficiente; para x = 2*, f(2+) = -(2%) +4=
=2, punto (2+,2"). Parax = 3, f(x) =-(3) + 4 = 1, punto (3,1).

Un esbozo de la grafica de f(x) es
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La ecuacion de la recta tangente en x =-1 es “y-f(-1) =f‘(-1)-(x — (-1))”

Six =-1, estamos en larama x < 2, con lo cual f(x) = x?/4+ 1 y f*(x) = x/2.

De f(x) =x4/4 + 1,f(-1) = (-1)44 + 1 =1/4 + 1 = 5/4.

De f‘(x) =x/2, f /(-1) = -1/2, por tanto la ecuacion de la recta tangente pedida es “y - 5/4 = (-1/2)-(x + 1)".

16_mod4_EJERCICIO 3 (A)
Disponemos de tres monedas: 1 délar, 1 libray 1 euro.
La moneda de 1 délar esta trucada y la probabilidad de que salga cara es el doble de la probabilidad de que
salga cruz. La moneda de 1 libra también esta trucada y tiene dos caras y la de 1 euro es correcta. Se
escoge una de las tres monedas al azar y se lanza.
a) (1’5 puntos) ¢ Cuél es la probabilidad de que salga cara?
b) (1 punto) Sabiendo que salid cruz, ¢cual es la probabilidad de que la moneda lanzada fuera la de 1
dolar?

Solucién
Disponemos de tres monedas: 1 délar, 1 libray 1 euro.
La moneda de 1 délar esté trucada y la probabilidad de que salga cara es el doble de la probabilidad de que
salga cruz. La moneda de 1 libra también esta trucada y tiene dos caras y la de 1 euro es correcta. Se
escoge una de las tres monedas al azar y se lanza.
a)
¢, Cual es la probabilidad de que salga cara?
Llamemos Do, Li, Eu, C y X, a los sucesos siguientes, “moneda de 1 délar”, "moneda de 1 libra", "moneda de
1 euro”, “salir cara” y "salir cruz”, respectivamente.

Datos del problema p(Do) = 1/3; p(Li) = 1/3; p(Eu) = 1/3; p(C/Do) = 2/3 ; p(C/Li) = 1, p(C/Eu) = 1/2 ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

213 C

113
-

Do
113 1 c
- g -
13

12 C
Eu 112 )
-

Por el teorema de la Probabilidad Total :

p(cara) = p(C) = p(Do).p(C/Do) + p(Li).p(C/Li) + p(Eu).p(C/Eu) =
= (1/3)-(2/3) + (1/3)-(1) + (1/3)-(1/2)= 13/18 00'72222.

b)

Sabiendo que sali6 cruz, ¢ cual es la probabilidad de que la moneda lanzada fuera la de 1 délar?

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
Do n X Do)-p(X/Do .
o(DOIX) = p(Don X) _p(Do)-p(X/Do) _ (1/3)-(1/3)
p(X) 1-p(C) 1-(13/18)

=2/5=04.

16_mod4_ EJERCICIO 4 (A)
Para estudiar el nimero de personas que van al cine mensualmente en una ciudad, se ha seleccionado una
muestra aleatoria de 10 meses y se ha registrado el nimero de entradas al cine vendidas en cada mes. Los
datos son los siguientes:

682 553 555 666 657 649 522 568 700 552
a) (2 puntos) Suponiendo que el nimero de entradas vendidas mensualmente sigue una distribucién Normal
con desviacion tipica 50 entradas, calcule un intervalo de confianza, con un nivel del 95%, para el nimero
medio de personas que van al cine mensualmente en esa ciudad.
b) (0’5 puntos) ¢,Cudl es el error maximo que se comete al estimar esta media con este intervalo?

Solucién

Para estudiar el nimero de personas que van al cine mensualmente en una ciudad, se ha seleccionado una
muestra aleatoria de 10 meses y se ha registrado el nimero de entradas al cine vendidas en cada mes. Los
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datos son los siguientes:

682 553 555 666 657 649 522 568 700 552
a)
Suponiendo que el nimero de entradas vendidas mensualmente sigue una distribucién Normal con desviacion
tipica 50 entradas, calcule un intervalo de confianza, con un nivel del 95%, para el nimero medio de personas
gue van al cine mensualmente en esa ciudad.

Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(y, % ),y
n
generalmente escribimos X = N(p L) 0o X — N(u i)
" n N
1|- o
a2 a2 T—_

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
_ g _ o
I.C. (n) = [x—z_a O—=X+z,_, G—j = (a,b)
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ

donde z1-a2 Y Za2 = - Z1-w2 SON l0S puntos criticos de la variable aleatoria Normal tipificada Z = N(0,1) que
verifica p(Z < z1a2) = 1 - 0/2

.. Lo . .. g .
También sabemos que el error maximo de la estimacion es E = z,_,,, 3= = (b - a)/2, para el intervalo de la

Jn

2
Zl{x/Z'O-
E .

media, de donde el tamafio minimo de la muestraes n = [—

Datos del problema: n = 10; media muestral X = (682+553+555+666+657+649+522+568+700+552)/10 =
=610'4; o = 50; nivel de confianza = 95% = 0'95 =1 - a, de donde a = 0’05, con la cual a/2 = 0’05/2 = 0’025.

De p(Z € z1a2) =1 -0/2 =1 - 0025 = 0’975, mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene y corresponden a 1’96, luego zi1-o2 es el punto medio de ambos, luego zi1-o2 = 1’96, por tanto el
intervalo de confianza pedido es:

_ g _ o 50 50
I.C.(p) = (x—z o = X+2Z,, D—J = [610'4—1'96 ———,610'4+1'96 D—j 0(579'41,641'39)
u 1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/H (10 (10

b)
¢, Cuél es el error mdximo que se comete al estimar esta media con este intervalo?

Datos del problema: n = 10, o = 50, nivel de confianza = 95% = 0'95 = 1 - a, de donde z1.o2 = 1'96.

Luegoelerror=E< z_,, 22 =196 IZIﬂ (030’99, es decir el error es menor de 31 personas.
Jn J10

OPCION B
16_mod4_EJERCICIO 1 (B)
. 30 -1
Sean las matrices A = ,B=(-23) y C= .
12 -1
a) (1 punto) Justifique cuales de las siguientes operaciones se pueden realizar y en dichos casos calcule el
resultado: A-B, B-‘A, B.-Cy CtBt
b) (1’5 puntos) Calcule la matriz X en la ecuacion A-X + Bt=4C.
Solucién
. 30 -1
Sean las matrices A = ,B=(-23) vy C= .
1 2 -1
a)
Justifique cudles de las siguientes operaciones se pueden realizar y en dichos casos calcule el resultado:
A-B, B:A, B.Cy C!B.
Para poder multiplicar matrices el nimero de columnas de la 12 matriz tiene que coincidir con el numero de
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filas de la 22 matriz; y el resultado tiene filas de la 12 y columnas de la 22.

Azx2-B1xz, N0 se puede multiplicar.

Bix- A2, Si se puede multiplicar. B-A= (-2 3)[? 2] =(-3 6):

Bixe- Caxt, si se puede multiplicar. B-C = (-2 3)(3 = (-1)-

Clixz -Blx, si se puede multiplicar. C B! = (-1 1)(;) =(-1)-

b)
Calcule la matriz X en la ecuaciéon A-X + Bt=4C.

3
De A-X+ B!'=4C, tenemos A-X =4C — B.. Como det(A) = |A| = ‘

1 2‘ =6 — 0 # 0, existe la matriz inversa

Al= l—il-Adj(A‘), por tanto podemos multiplicar la expresion A-X = 4C — B! por la izquierda por la matriz

inversa Al . ALAX=AL(4C-B) - [|-X=Al(4C-B) X = AL (4C — BY).

ar= Loadia), =6, a= (2 ) gy = (2 0] ar= 220
Al 0 2 -1 3 6(-13

sc-o=asf3)-(3)-(3)+(3)-(7)

2
7
2 0)(-2 -4 -2/3
Luego X=A1(4C-BY) = 1 . _ 1) = )
6 -1 3)\-7 6 \-19 -19/6
16_mod4_EJERCICIO 2 (B)

4 si x<2
Sea la funcion f(x) = X T,

X2 -2x+2 si x>2

a) (1'5 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de esta funcion.
b) (1 punto) Estudie su monotonia y su curvatura para x > 0.

Solucion

4 si x<2
Sea la funcion f(x) = X T,

x?-2x+2 si x>2
a)
Estudie la continuidad y la derivabilidad de esta funcién.

La funcién 4 es continua y derivable en R — {0}, en particular en x < 2.
X

La funcién x2- 2x + 2 es continua y derivable en R, en particular en x > 2.
Veamos la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 2.

f(x) es continuaenx =2 si f(2) = )<|an2’|_ f(x) = JLHZ’I+ f(x).

f(2) = xliﬁngﬁ f(x) = xliﬁngﬁ (4/x)=4/2 =2.

Xltrr21+ f(x) = Xltrr21+ (X2-2x+2)=(2)2-2(2) +2 = 2.

Como f(2) = xliﬁrgﬁ f(x) = xIiar721+ f(x) = 2, f(x) es continua en x = 2, por tanto f(x) es contin  uaenR.
f(x) es derivableenx =2 si f‘(2)=f‘(2") (Vemos la continuidad de la derivada).

4 . 4
— Si x<2 — Sl x<2

f(x) = X P =9 X ,
X2 -2x+2 si x>2 2Xx-2 si x>2

f1(2) = lim £109 = lim (- 45®) = -4/(2)? = -1.
fi(@)= lim £ = lim (2x-2)=2(2)-2=-2

Como f‘(27) =-1 #f ‘(2*) = 2, la funcién f(x) no es derivable en x = 2, luego f(x ) es derivable en R - {2} .
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b)
Estudie su monotonia y su curvatura para x > 0.
4 . -4 . 8
— Si 0<x<2 — si 0<x<2 — si 0<x<2
Tenemos f(x) = X , F'{x)=4 x? yfex) =<x3 ,
X*-2x+2 si  x>2 2x-2 si x>2 2 si x>2

Sabemos que la monotonia es el estudio de la primera derivada f ‘(x).

Si0o<x<2, f{(x)=-4/x2
De f‘(x) = 0, tenemos - 4/x2 =0, luego - 4 = 0, lo cual es absurdo, por tanto no tiene extremos relativos y la
funcién siempre es creciente (/‘) 0 decreciente (\) en el intervalo (0,2).

Como f (1) = - 4/(1)2 = - 4 < 0, f(x) es estrictamente decreciente  (\i) en (0,2).

Six>2,f(x)=2x- 2.
De f‘(x) =0 tenemos 2x —2 =0, de donde x =1 (que no esta en el dominio x > 2 ), portantoenx >2 la
funcion siempre es creciente () o decreciente ().

Como f(3) = 2(3) - 2 =4 > 0, f(x) es estrictamente creciente (') en (2,+).
Por definicion f(x) tiene un minimo relativo en x = 2 (no derivable) que vale f(2) = 2.

Sabemos que la curvatura es el estudio de la segunda derivada f “(x).

Si0o<x<2,f“x)=8/x3.

De f “(x) = 0, tenemos 8/x3 =0, luego 8 =0, lo cual es absurdo, por tanto no tiene puntos de inflexion, y la
funcion siempre es convexa [0 o céncava n en el intervalo (0,2).

Como f“(1) = 8/(1)3 =8 > 0, f(x) es convexa 0O en (0,2).

Six>2,f“x)=2.

De f “(x) = 0 tenemos 2 = 0, lo cual es absurdo, por tanto no tiene puntos de inflexion, y la funcion siempre
es convexa [0 o concava n en el intervalo (2, +)

Como f“(3) =2 >0, f(x) es convexa 0O en (2,+).

Por tanto f(x) es convexa en (0,2) y también en (2, +o0), luego f(x) es convexa en (0,+ ), y no tiene pun-
tos de inflexion.

16_mod4_EJERCICIO 3 (B)
De los alumnos que se presentaron a las pruebas de selectividad de una provincia, 1150 se examinaron de
Geografia; de estos, 598 eligieron la opcion A. Se sabe que aprobaron esa asignatura el 78% de los que
eligieron la opcion Ay el 74% de los que eligieron la opcién B. Se ha escogido al azar uno de los alumnos
que se examinaron de Geografia.
a) (1'5 puntos) ¢ Cuél es la probabilidad de que este alumno haya aprobado esta asignatura?
b) (1 punto) Si se sabe que este alumno ha aprobado Geografia, ¢,cual es la probabilidad de que haya elegido
la opcion A?

Solucion
De los alumnos que se presentaron a las pruebas de selectividad de una provincia, 1150 se examinaron de
Geografia; de estos, 598 eligieron la opcion A. Se sabe que aprobaron esa asignatura el 78% de los que
eligieron la opcién Ay el 74% de los que eligieron la opcion B. Se ha escogido al azar uno de los alumnos
gue se examinaron de Geografia.
a)
¢, Cudl es la probabilidad de que este alumno haya aprobado esta asignatura?

Llamemos A, B, Ap y ApC©, a los sucesos siguientes, “Opcién A del examen de Geografia”, "Opcién B del

examen de Geografia", "aprobar la asignatura” y "no aprobar la asignatura”, respectivamente.
Datos del problema p(A) = 598/1150 = 0'52; p(Ap/A) = 78% = 0’78 ; p(Ab/B) = 74% = 0’74, ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).
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Ap

Por el teorema de la Probabilidad Total :

p(aprobar la asignatura) = p(Ap) = p(A).p(Ap/A) + p(B).p(Ap/B) = (0'52)-(0'78) + (0'48)-(0'74) = 951/1250 =
=0'7608.

b)

Si se sabe que este alumno ha aprobado Geografia, ¢,cual es la probabilidad de que haya elegido la opcién
A?

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
P(A/Ap) = P(AnAp) _p(A-PAP/A) _(052)-(078)
P(Ap) p(C) 07608

=169/317 0J0'533.

16_mod4_EJERCICIO 4 (B)

(2’5 puntos) La proporcién de nacimientos que ocurren con luna llena en los hospitales de una ciudad se
consideraba no inferior a 0’45, pero un estudio afirma que en la actualidad esta proporcién ha descendido.
Para contrastar esta hipotesis se han elegido al azar, en estos hospitales, a 200 recién nacidos, de los
cuales 70 nacieron con luna llena. Decida mediante un contraste de hip6tesis, con Ho: p = 0'45, si la
afirmacion del estudio es correcta con un nivel de significacion del 1%, indicando la region de rechazo.

Solucion
Sabemos que si n = 30 para la proporcion muestral p, el estimador PROPORCION MUESTRAL P sigue

- po-(l'po)J:N[E), po'oo)

una normal N[p, T TJ gue es la distribucién muestral de proporciones, y general-

~ A~ ~ A~

mente escribimos P =N/ p, %] o P NP p_nq .

Trabajaremos con lo normal N(0,1)
También se puede hacer con la distribucion normal muestral y es parecido a los intervalos de confianza.

La proporcion de nacimientos que ocurren con luna llena en los hospitales de una ciudad se consideraba no
inferior a 0’45, pero un estudio afirma que en la actualidad esta proporcién ha descendido. Para contrastar
esta hip6tesis se han elegido al azar, en estos hospitales, a 200 recién nacidos, de los cuales 70 nacieron
con luna llena. Decida mediante un contraste de hipétesis, con Ho: p = 0’45, si la afirmacion del estudio es
correcta con un nivel de significacion del 1%, indicando la region de rechazo.

También se puede hacer con la normal muestral y es parecido a los intervalos de confianza.

Datos del problema: po = 0'45; n = 200; p = 70/200 = 0'35; nivel de significacion = a = 1% = 0,01.
El problema la dividimos en cinco etapas

Etapa 1: Formulamos la hip6tesis nula y la alternativa.

Las hipétesis nula y alternativa son: Ho : po = 0’45 (el nimero de nacidos no es inferior a 0’45) y

H1 : po < 0’45, la cual nos indica la direccion del contraste, es decir la region critica esta a la izquierda del
punto critico za = - 1.2 , Y €S un contraste unilateral

Etapa 2: Calculamos el punto critico que no dara la region critica y la region de aceptacion.
Para el nivel de significacion es a = 0’01, luego tenemos 1 - a = 0,99.

Dep(Z<zi-a)=1-a=1-001=099, mirando en las tablas de la N(0,1), vemos que no aparece en las

tablas. El valor mas préximo es 0'9901, que corresponde al valor critico es zq = - z1.a = - 2’33 que separa
las zonas de aceptacion y rechazo; la region de rechazo es el intervalo (-0,-2'33)
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Lo observamos en un dibujo:

Regidn adeptacion

Regidn critica

«

Znp = —Z1-q

Etapas 3 y 4: Ponemos el estadistico del contraste y calculamos el valor observado.

En este caso el estadistico de prueba esZ = &, que sigue una normal tipificada, N(0,1), y el valor
po-(l'po)
V' n
observado del estadistico de prueba  sera el nimero zo=__P ~Po - 035-045 0-2'8427.
JPo-(1-p,)/n \/0'45-0'55
200

Recordamos que el punto critico era zq = - z1.a =- 2'33

Etapa 5: Comparamos el valor observado con el punto critico para tomar la decisiéon adecuada.
Como el valor observado del estadistico de prueba zo = -2'8427 esta a la izquierda del punto critico zq =
=-z1.« =-2'33, nos encontramos en la region de rechazo  para nivel de significacion del 1%.

Por tanto, rechazamos la hip6tesis nula H o: Ho: po 2 0'45, y aceptamos la hipétesis alternativa
Hi : po < 0'45, para el nivel de significacion a = 0'01.

Con lo cual, con un nivel de significacion del 1% e | nimero de nacimientos en luna llena ha
descendido.
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