IES Fco Ayala de Granada Solucién Segunda reserva de 2017 (Modelo 2) German-Jesus Rubio Luna

Opcién A

Ejercicio 1 opcion A, Segunda Reserva 2017 (modelo 2)
[2'5 puntos] Calcula la funcion polinémica, de grado 3, de la que se sabe que tiene un extremo relativo en el
punto (0,2) y que la tangente a su grafica en el punto de abscisax =1 eslarectax +y = 3.
Solucion
Calcula la funcién polinémica, de grado 3, de la que se sabe que tiene un extremo relativo en el punto (0,2) y
que la tangente a su gréfica en el punto de abscisax=1eslarectax +y=3.

Una funcién polindmica, de grado 3 es de la forma f(x) = ax® + bx? + cx + d. Hay que calcular a, b, c y d.

Sabemos que las funciones polinémicas, f(x) = ax® + bx? + ¢x + d, son continuas y derivables las veces que
sean necesarias, en R.

Como tiene un extremo relativo en el punto (0,2), sabemos que f '(0) = 0.
Como pasa por él punto (0, 2) tenemos que f(0) = 2.

Sabemos que la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 1 es larecta x +y = 3, es decir la
rectay = -x + 3. También sabemos que la pendiente de la recta tangente enx =1 esf ‘(1) =y ‘= -1 (Niamero
gue multiplica a la “x” despejada la “y”, o bien directamente su derivaday ")

Como hay cuatro incégnitas necesitamos cuatro condiciones, llevamos tres. La cuarta condicion sale de
saber que la funcién f(x) y la recta tangente y = -x + 3 coinciden en el punto de tangencia, abscisa x = 1, por
tanto f(1) = y(1) =-(1) + 3= 2.

Tenemos f(x) = ax3+ bx2 + cx +d y su derivada f ‘(x) = 3ax2+ 2bx + c.

De f‘(0) =0, tenemos f(0) =0+ 0 +c =0, por tanto ¢ = 0.

De f‘(-1) = 0, tenemos f ‘(1) = 3a(1)?>+ 2b(1) + 0 = -1, por tanto 3a + 2b = -1.

De f(0) = 2, tenemos f(0) =0+ 0+ 0 +d = 2, de donde d = 2.

De f(1) = 2, tenemos f(1) = a(1)3+ b(1)2+ 0 + 2 = 2, por tanto a + b = 0. De esta ecuacién tenemos a = -b, y
entrando en la ecuaciéon 3a + 2b = -1, resulta 3(-b) + 2b=-1 - -b=-1 - b=1, conlocuala =-1.

Los nimeros encontrados sona=-1,b=1,c=0y d=2.

El polinomio pedido es f(x) =-x 3+ x2+ 2.

Ejercicio 2 opcion A, Segunda Reserva 2017 (modelo 2)

[2'5 puntos] Calcula j;ﬁ dx (sugerencia t=¥x)
Solucion
. . . - dx
Calculamos primero la integral indefinida I—j o
Cambio t = ¥x , , ,
Izjlf—;/;: x=t zjl?f;%:jitj::jitﬂt_**
dx = 3t*dt

Observamos que es una integral racional con el numerador de grado mayor o igual que el denominador, por
tanto antes hay re realizar la division entera.
La integral pedida es una integral racional, y como el grado del numerador y el denominador son iguales,
efectuamos la division entera antes.

3t? t+1

-3t2- 3t 3t-3
-3t
3t+3
3
) )
Recordamos que ** = J'(Cociente + F?e'sto jdx = J'(Bt - 3)dt + 3—dt = 3-t—- 3t + 3In[t+1|+K :{Qunarnos} =
ivisor t+1 2 cambio

g(i’/;)z - 3(9&) +3In

() 4+
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($/§)+]~+KT _

0

(%19 4«) = 3.(¥3)"-3(¥3) +

Calculamos ya la integral definida: J‘;ﬁ dx = [g(ﬁ&)z - 3(%) +3In
+ /X

(§/§)+]~+Kj : (g-(%)z -3(%0) +3in

- 3_ 32\’ 3 3
{36 o) +ar (45)4
Ejercicio 3 opcion A, Segunda Reserva 2017 (modelo 2)

Considera el sistema de ecuaciones lineales dado por AX = B siendo

1 -1 1 X 1
A=l1 m m|, X=|y| vy BF1
m 1 3 z m

a) [1'5 puntos] Discute el sistema segun los valores de m.
b) [1 punto] Para m = 2, si es posible, resuelve el sistema dado.

Solucion
Considera el sistema de ecuaciones lineales dado por AX = B siendo
1 11 X 1
A=|1 m m|, X=|y| vy BF1
m 1 3 z
a)
Discute el sistema segun los valores de m.
1 11 1 111
Matriz de los coeficientes A= | 1 m m|, matrizampliadaA*=|1 m m 1
m 1 3 m 1 3 m

Calculamos los rangos de Ay de A*,
1 11 C+C 0 -1 O |Adjuntos

EnA det(A)=|A]=|1 m m C1+C2 =[1+m m 2m| primera =-(-1)-(4-(1+m) — 2m-(1+m)) =
m 1 3/ ° % |[1+4m 1 4| fila

= (1+m)-(4-2m). (He sacado factor comun “1+m”
Dedet(A)=0 - (1+m)-(4-2m),dedondem=-1y 4-2m =0, de donde m=2.

Sim#-1y m#2,det(A) #0, rango(A) = rango(A*) =3 = numero de incognitas, sistema compatible y
determinado, solucién Unica.

1 11 1 111
Sim=-1,A= |1 -1 -1|yA*=|1 -1 -1 1
-1 1 3 11 3 -1
1 -
En A como 1 3]‘ =-3+1=-2#0, rango(A) = 2.
11 1
En A*como |-1 -1 1|=0, portener dos columnas proporcionales, la 12 y la 32, luego rango(A*) = 2.
1 3 -

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < numero de incognitas, el sistema es compatible e indeterminado y
tiene infinitas soluciones , més de una.

111 1 111
Sim=2,A= 1|1 2 2| yA*=|1 2 2 1].
2 1 3 2 1 32
En A como _21‘ =2+1=3#0, rango(A) = 2.
1 -1 1
En A*como |1 2 1|=0, por tener dos columnas iguales, la 12 y la 32, luego rango(A*) = 2.
2 1 2

Como rango(A) = rango(A*) =2 < nUumero de incégnitas, el sistema es compatible e indeterminado y
tiene infinitas soluciones , mas de una.
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b)
Para m = 2, si es posible, resuelve el sistema dado.

Hemos visto en el apartado (a) que si m = 2, rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de incAgnitas, el sistema es
compatible e indeterminado y tiene infinitas soluciones
Como rango = 2, tomamos dos ecuaciones (12 y 22) y dos incognitas principales:

X-y+z=1 z[x-y+z:1

X+2y+22=1 (F,-F) 3y +7 =0 ,tomandoy=A0ORtenemosz=-3\ y x=1+y—-z=
=1+ A-(-3\) =1+ 4A, ylas infinitas soluciones param = 2 son: (X,y,z) = (L+4M A, -3N)con AOR.

Ejercicio 4 opcion A, Segunda Reserva 2017 (modelo 2)
Sea 1t el plano determinado por los puntos A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,A), siendo A un nimero real, y sear la
y -z =3
Xx+2y =3
a) [1'25 puntos] Halla la ecuacién del plano que pasa por A y contiene arr.
b) [1'25 puntos] Estudia la posicion relativa de r y Ttsegun los valores de A.

recta dada por r = {

Solucién
Sea el plano determinado por los puntos A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,A), siendo A un nimero real, y sear la
-z =3 -z-3=0
recta dada por r = y z =Y z
Xx+2y =3 |-x+2y -3=0

a)
Halla la ecuacién del plano que pasa por A y contiene ar.

Formamos el haz de planos que determina la recta “r" y la imponemos la condicién de que pase por el punto
A

Haz de planos Tm=(y-z-3) + m(-x + 2y - 3) =0. Como A(1,0,0) O Tm - (0-0-3)+m(-1+0-3)=0, de
donde -4m = 3, por tanto m = -3/4, y el plano pedido es Ttza = (y - z - 3) + (-3/4)(-x + 2y - 3) = 0. Operando
y quitando denominadores queda Ttzs =3x -2y -4z-3=0

b)

Estudia la posicion relativa de r y tsegun los valores de A.

El plano mtesta determinado por los puntos A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,A\). Sabemos que la ecuacién de un
plano necesitamos un punto, el A(1,0,0) y dos vectores linealmente independientes, el AB = (-1, 1, 0) y el
AC = (-1, 0, A).

x-1 y z|Adjuntos
La ecuacidén general del plano mtes: = det(AX,AB,AC)=0=|-1 1 O| primera =

-1 0 A fila

=(X-1)-A) -y-(-A-0) + z-(0+1) =AX + Ay + z- A = 0.

Larecta r = ?lx N 2y- z 2 i 8 la podemos considerar como dos planos, luego nos piden estudiar la posicién
AX+Ay+Az-1=0
relativa de los tres planos -y -z -3=0 segln los valores de A.
X+ 2y -3=0
A A A A A A -2
Matriz de los coeficientes A= | 0 -1 -1|, matrizampliadaA*=|0 -1 -1 -3]|.
-1 20 -1 2 0 -3
Calculamos los rangos de Ay de A*.
A A A A A O0|Adjuntos
En A, det(A) =|A|= [0 -1 - C,-C,=|0 -1 O|segunda =-(-1)-(-2A - 0) = -2A.
-1 2 0 -1 2 -2 fila

det(A) =|A]=0 - -2A =0, de donde A =0.

Si A #0, det(A) # 0, rango(A) = rango(A*) = 3 = nimero de incdgnitas , sistema compatible y de-
terminado, solucién Unica. Los tres planos se corta n en un solo punto, en nuestro caso la recta “r”

german. jss@gmail.com 3



IES Fco Ayala de Granada Solucién Segunda reserva de 2017 (Modelo 2) German-Jesus Rubio Luna

AX+Ay+Az-1=0

corta al plano T en un Unico punto, que es la solucion del sistema -y -z -3=0,para
X +2y -3=0
cualquier valor A # 0 real
0 0O 0 0 0O
SiA=0,A= |0 -1 -1{yA*=|0 -1 -1 -3|.
-1 2 0 -1 2 0 -3
En A como 21‘ =0-1=-1#0,rango(A) = 2.
0 0 O
En A*como |0 -1 -3|=0, por tener una fila de ceros, rango(A*) = 2.
-1 2 -3

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de incognita s, el sistema es compatible e indeterminado y
tiene infinitas soluciones, mas de una. En nuestro caso los tres planos se cortan en la recta “r”, es
decir el plano 1 es combinacion lineal de los planos que determinan la recta “r”

Opciéon B

Ejercicio 1 opcion B, Segunda Reserva 2017 (modelo 2)
Considera la funcién definida por f(x) =-x + iz para x # 0.
X

a) [1 punto] Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula sus extremos relativos
(abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

¢) [0'5 puntos] Esboza la grafica de f.

Solucién
: . - 4 _ xX*+4
Considera la funcion definida por f(x) = -x + — = >— parax#0.
X X

a)
Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.
X = a es una asintota vertical de la gréafica de la funcion f (A.V.) silim x_a+[ (f(X) ] = o

, x4+ 4
Como X||rgl f(x) = X"T >—=[4/0"] = + «; larecta x = 0 es una A.V. de f(x).
-0- -0- x
: x4+ 4
IR0 = I == 0] = e

Como en la funciéon que me han dado, el grado del numerador es una unidad mas que el grado del
denominador, f(X) tiene una asintota oblicua (A.O.) de laforma y=mx+n conm =Ilimx.-[f(X)/X)] Yy
n = lim -« [f(X) - mx)], y es la misma en +o y en -o.

También se puede calcular la A.O. dividiendo numerador entre denominador y la A.O. es el cociente de la
division entera.
Lo vamos a realizar por division

x3+ 4 X2
+x3 -X
0 +4

LaA.O.def(x) esy=-x en * oo,

Como lim x_+[f(x) — (-x)] = 0*, f(x) esta por encima de la A.O. en + « (le damos a x el valor + 100)

Como limx..-» [f(X) — (-x)] = 0%, f(x) esta por encima de la A.O. en - « (le damos a x el valor - 100)

Si hay es este caso A.O no hay asintotas horizontales (A.H.)

b)

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula sus extremos relativos (abscisas
donde se obtienen y valores que se alcanzan).
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Me estan pidiendo la monotonia, que es el estudio de f ‘(x)

(x) = X+ 4
x*
3x5x% - (X +4)-2x _ -3x* +2x*-8x _ x*-8x _ x:(-x*- 8)
() () () )
Sif‘(x) =0; x-(-x¥—8)=0, de donde x = 0 (no sirve, porque x=0es AV .) y -x®-8=0, de donde tenemos
x3=-8 - x=38=-38=-2, que sera un posible extremo relativo.

fr ) =

Como f ‘(-3) =-57/(+) < 0, f'(X) < 0 en (-,-2), luego f(x) es estrictamente decreciente (\) en (-o,-2).
Como f‘(-1) = 7/(+) > 0, f '(x) > 0 en (-2,0), luego f(x) es estrictamente creciente (/') en (-2,0).

Como f ‘(1) =-9/(+) <0, f'(x) <0 en (0,+), luego f(x) es estrictamente decreciente (\.) en (0,+c).

o - . (-2°+4
Por definicion en x = - 2 hay un minimo relativo que vale f(-2) = (2 +4 ()2)2 =
Teniendo en cuenta todo lo anterior, un esbozo de la gréfica es:
-
5
51 4
f[ rf=—xH —
xr=
a4
3
2]
N
*=10
7 8 5 4 3 2 A il 1 2 3 4 M
"

Ejercicio 2 opcion B, Segunda Reserva 2017 (modelo 2)

2
[2,5 puntos] Calcula '[:(X:l; dx
X

Solucién
Calculamos primero la integral indefinida
J' X%+ 1 _J‘ x*+1
(x + 1) X2 +2x+1
Es un integral racional, y como el numerador es de grado mayor o igual que el denominador tengo que
realizar la division entera primero:
x? +1 X2+2x+1
X?-2x-1 1

-dx

- 2X
_ [ X Resto
I = _[( e dx = I(Comente)dx + IDiv'sord = I(l)dx +J dx X+,
B 2
= -[(x I x ={Raiz doble (-1)} = .[—d .[ ~dx = A-In|x+1] gwre] ={+4 = -2:In|x+1| - =

{++} Calculamos Ay B
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2x  _ A . B _ A(x+l)+B
(x+1)> x+1  (x+1)? (x+1)?
Igualando numeradores:

-2x = A(x+1) + B. Sustituimos “x” por el valor de las raices del denominador, y le damos otro valor.

Para x = -1, tenemos 2 = B, de donde B = 2.
Tomo x =0, tenemos 0 =A(1) + 2, de donde A =- 2.

2

Luego la integral indefinida es | = I(X+J1r)12 dx =x+ 1, =x-2:-In|x+1] - %1 + K.

X X

2 1
La integral definida pedida es J':%dx = {x - 2:In|x+1] - %1 + K} =

X X o
= @) - 2 n|()+1] - —2— + K —(o - 2.In[0+1]- —2 + Kj: -2-In(2) + 2 006137
(1)+1 0+1

Ejercicio 3 opcion B, Segunda Reserva 2017 (modelo 2)

1 0 m1l -1 0 1
Considera las matrices A=|0 m-1 2-m y B=s|1 -1 0
0 -1 2m 0 1 -1

a) [1 punto] Determina los valores de m para los que la matriz A no tiene inversa.
b) [1,5 puntos] Para m = 1, calcula, si existe, la matriz X que verifica la igualdad A-1XA + |1 = B, siendo | la
matriz identidad.

Solucion
1 0 m1l -1 0 1
Considera las matrices A=|0 m-1 2-m y B=s1 -1 0
0 -1 2m 0 1 -1

a)
Determina los valores de m para los que la matriz A no tiene inversa.

La matriz A no tiene inversa si su determinante det(A) = |A| =0
1 0 m-1Adjuntos

[A|=10 m-1 2-m| primera =1((m-1)-(2-m) —(-1)-(2-m) ) = (2-m)-(m-1+1) =m-(2-m).
0 -1 2-m|columna

Si |A| =0, tenemos m-(2-m) =0, de donde m =0 y m = 2, por tanto param =0y m = 2 no existe matriz
inversa de A.

b)

Para m =1, calcula, si existe, la matriz X que verifica la igualdad A-1XA + | = B, siendo | la matriz identidad.
Hemos visto que para m = 1 existe A1, no existiaparam=0ym = 2.

De A1XA + | =B, tenemos AIXA=B-1=C.

Multiplicando la expresion A1XA = C por la izquierda por la matriz A y por la derecha por la matriz A-1,
tenemos: AAIXAAL = ACA! - |-X-1=ACA! - X=ACA1!

Realizamos ya los célculos:

1 00 -1 0 1 1 00 2 0 1
param=1,A=|0 0 1|;C=B-1=|1 -1 0|-|0 1 O|=|1 -2 0|=C.
0 -11 0 1 -1) |0 01 0o 1 -2

1 0 O0]Adjuntos 1
Como det(A)=|A|= |0 0 1 primera =1(0+ 1) =1 # 0, existe la matriz inversa A™ = m-Adj(A‘).
0 -1 1columna
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100 100
Calculamos A'l=|K1|-Adj(A‘).|A|=1; At=10 0 -1|;Adj(AY=|0 1 -1}, portanto la matriz inversa es
011 010
100 100
At= Loaday =1 o 1 1l={o0 1 -1].
A 1 010 010
1 0 0)-2 0O 1))f1 0 0} (2 0 1)(12 0 O
La matriz pedidaes X=ACA*=||0 0 1} 1 -2 O 0 1 -1j={0 1 -2{{10 1 -1=
0 -11)lo 1 -2))l0 1 0) (-1 3 -2Jl0 1 O
2 1 0
=0 -1 -1|.
-1 1 -3

Ejercicio 4 opcion B, Segunda Reserva 2017 (modelo 2)
Considera el punto P(-1,0,1), el vector u = (1,2,1) y el plano 1tde ecuacion y = 0.
a) [1'25 puntos] Halla la ecuacién de la recta que pasa por P, esta contenida en 1y cuyo vector director es
perpendicular a u.
b) [1'25 puntos] Determina la ecuacion del plano que pasa por P, es perpendicular a Tty del que u es un
vector director.

Solucién

Considera el punto P(-1,0,1), el vector u = (1,2,1) y el plano 1tde ecuacion y = 0.
a)
Halla la ecuacién de la recta “r’ que pasa por P, esta contenida en 1ty cuyo vector director es perpendicular
au.

Para una recta “r’ necesitamos un punto, el P(-1,0,1) y un vector director el w = (a,b,c).

x=-1+ai
La ecuacion de la recta en paramétricases r=iy=0+b-A con A0OR.
z=1+cA

Vamos a calcular el vector w = (a,b,c).

Me dicen que la recta “r" esta contenida en el plano =y = 0, sustituyendo la recta en el plano tenemos por
un lado b-A = 0, y por otro lado el vector w de la recta es normal al vector normal del plano n = (0,1,0), es
decir su producto escalar (+) es cero - wen =0 = (a,b,c)*(0,1,0) = b, de donde b = 0.

Por otro lado el vector w de la recta es perpendicular a u = (1,2,1), luego weu =0 = (a,0,c)*(1,2,1) =a + c,
es decir a = -C.

El vector w de la recta buscado es w = (a,b,c) = (-¢,0,c), como hay infinitos vectores tomamos sélo uno de

x=-1-A4
ellos, tomando ¢ =1, por tantow = (-1,0,1), y la recta pedidaes r=qy=0 con AOR.
z=1+1

b)
Determina la ecuacion del plano Tu que pasa por P, es perpendicular a Tty del que u es un vector director.

Para un plano Tu necesitamos un punto, el P(-1,0,1), y dos vectores independientes, uno el n = (0,1,0),
puesto que el plano T es perpendicular al 1, y el otro vector es el u = (1,2,1), nos lo dice el problema.
La ecuacién paramétrica del plano es el conjunto de puntos X(x,y,z) del espacio que verifican

= (x,y,2) = (-1,0,1) + A-(0,1,0) + p-(1,2,1) con A, pOR.

(La ecuacion general seria  Tw =det(PX,n,u)=0=x-z+2=0.)
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