IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2000 (Modelo 1) Solucién German-Jesus Rubio Luna
Los Exdmenes del afio 2000 me los ha proporcionado D. José Gallegos Fernandez

OPCION A

EJERCICIO 1_A
a) (2 puntos) Dibuje el recinto del plano limitado definido por las inecuaciones:

bx+y<5; 9y—-2x>0; x+2y>2; x>0
y determine sus vértices.
b) (1punto) Determine, en ese recinto, los puntos donde la funcién F(x,y) = 6x + y — 3 toma los valores
maximo y minimo.

Solucién

a) yb)
Dibuje el recinto del plano limitado definido por las inecuaciones: 5x +y <5; 9y —2x>0; x+2y>2; x>0
y determine sus vértices. Determine, en ese recinto, los puntos donde la funcion F(x,y) = 6x + y — 3 toma
los valores maximo y minimo.

Funcion Objetivo F(x,y) = 6x +y — 3.

Las desigualdades 5x +y<5; 9y—-2x>0; x+2y>2; x>0, las transformamos en igualdades, y ya sus
graficas sonrectas, 5x+y=5; 9y—-2x=0; x+2y=2; x=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=-5x+5; y=2x/9; y=-x/2+1; x=0.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las

inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.

o

— ° \ T 3

Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=-x/2+1,tenemos y =1, y el punto de corte es A(0,1).

Dey=-x/2+1 e y=-bx+5,tenemos -x/2+1 =-5x+5, luego -x+2 = -10x + 10, es decir 9x = 8, por tanto
x=8/9 e y = -(8/9)/2+1 = 5/9, y el punto de corte es B(8/9,5/9).

Dey=-5x+5 y x=0,tenemos y =5,y el punto de corte es C(0,5).

Vemos que el poligono convexo cerrado tiene por vértices los puntos: A(0,1), B(8/9,5/9) y C(0,5).
Calculemos el maximo y el minimo de la funcién F(x,y) = 6x +y - 3 en dicha regién convexa.

El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regién acotada convexa, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,1), B(8/9,5/9) y C(0,5). En el caso de que coincidan en dos
vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

F(0,1) =6(0)+1(1) -3 =-2; F(8/9,5/9) = 6(8/9) + 1(5/9) - 3 =26/9 = 2'89; F(2,7) =6(0) + 1(5)-3 =2;
Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en la regién es 26/9 (el

valor mayor en los vértices) y se alcanza en los vértices B(8/9,5/9), y el minimo absoluto de la funcién F
en laregion es -2 (el menor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice A(0,1).

EJERCICIO 2_A
(3 puntos) El beneficio de una empresa viene dado por la funcién f(x) = (225/2) + 20x - (1/2)x2 donde x
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representa el gasto en publicidad.

a) (0’5 puntos) Calcule el gasto x a partir del cual la empresa no obtiene beneficios.

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de esa funcion.

c) (1 punto) Represente graficamente la funcién f.

d) (0’5 puntos) Calcule el valor de x que produce maximo beneficio. ¢ Cuanto es ese beneficio maximo?

Solucion
a), b), c) y d)
El beneficio de una empresa viene dado por la funcién f(x) = (225/2) + 20x - (1/2)x* donde x representa el
gasto en publicidad.
Calcule el gasto x a partir del cual la empresa no obtiene beneficios. Determine los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de esa funcion. Represente graficamente la funcién f. Calcule el valor de x que produce
maximo beneficio. ¢ Cuanto es ese beneficio maximo?

c) La grafica de f(x) = (225/2) + 20x - (1/2)x2, es una parabola que tiene las ramas hacia abajo (n), porque

el n° que multiplica a X% es negativo; abscisa de su vértice V en f'(x) =0 = 20 - x — x = 20, es decir su vértice
es V(20, f(20)) = V(20,625/2) = V(20,312'5). Sus cortes con los ejes son:

Para x = 0, punto (0,225/2) = (112'5,0).
_ 40++40%+ 4225 40+50
2 2

Para f(x) = 0 = (225/2) + 20x - (1/2)x* — x*-40x-225=0 — X , de donde

x=-5y x =45 — puntos (-5,0) y (45,0).

Un esbozo de la funcién es:

00 - ~.

a \

a) Como “x” indica gasto se supone que X > 0, por tanto el beneficio es nulo con x = 45, pues a partir de ese
momento f(x) < 0.

b)

Como es una pardbola que tiene las ramas hacia abajo (), la funcién es estrictamente creciente hasta el
vértice y estrictamente decreciente a partir del vértice, es decir;

f(x) es estrictamente creciente (") en (0,20) y estrictamente decreciente (“\) en (20,45). S6lo nos hemos

referido a los valores de “x” en los cuales f(x) = 0.

d)

Calcule el valor de x que produce maximo beneficio. ¢ Cuanto es ese beneficio maximo?

Como es una parabola con las ramas hacia abajo (") el maximo se encuentra en el vértice V(20,312'5), es
decir el maximo beneficio se produce para x = 20, y dicho beneficio es 312'5.

EJERCICIO 3_A

Parte |

En un conjunto de estudiantes el 15% estudia aleman, el 30% estudia francés y el 10% ambas materias.

a) (1 punto) ¢ Son independientes los sucesos “estudiar aleman” y “estudiar francés™?

Justifique la respuesta.

b) (1 punto) Si se elige un estudiante al azar, calcule la probabilidad de que no estudie ni francés ni aleman.
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Solucién
En un conjunto de estudiantes el 15% estudia aleman, el 30% estudia francés y el 10% ambas materias.
a)
¢,Son independientes los sucesos “estudiar aleman” y “estudiar francés”? Justifique la respuesta.

Llamamos A y B a los sucesos “estudia aleman” y “estudia francés”.
Del problema tenemos: p(A) = 15% = 0’15, p(B) = 30% = 0’3, p(ambas) = p(AnB) = 10% = 0'10.

Sabemos que p(AuUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) :%; p(B) =1 - p(B°); Ay B son
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); p(AC) =1-p(A)
p(ACmBC) ={Ley de Morgan} = p(AuB)C = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(AmBC) = p(A) - p(AnB).

Me piden ¢son independientes Ay B?.

Como p(AnB) =010 # p(A)-p(B) =0'15:0'3 = 0’045, Ay B no son independientes.

b)

Si se elige un estudiante al azar, calcule la probabilidad de que no estudie ni francés ni aleman.
Me piden p(ACmBC)

Tenemos p(AuUB) = p(A) + p(B) - p(AnB) =015+ 0'3- 010 =0'35

p(ACmBC) = {Ley de Morgan} = p(AuB)C = {suceso contrario} =1 - p(AuB) =1 -0’35 = 0'65.
Luego p(A°nB®) = 0'65.

EJERCICIO 3_A

Parte Il

A 400 personas elegidas al azar se les ha preguntado su gasto anual en libros, obteniéndose una cantidad
media de 22000 ptas. Con independencia de esta muestra se sabe que la desviacion tipica de la inversion
en libros en la poblacién es de 4000 ptas.

a) (1 punto) Halle un intervalo de confianza al 90% y centrado, para la media poblacional de esta inversion.
b) (1 punto) ¢ Qué tamafio muestral seria necesario para que el correspondiente intervalo de confianza del
apartado anterior fuese (21904, 22096)?

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
Jn Jn
L
T 2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C. () = (x—zla,2 ~ﬁ,x +Zy ﬁ) =(a,b)

donde zi42 Y Zao = - Z1g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibonesE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% = 2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Z1412-C 22, ,,-0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ p.a |
-a

A 400 personas elegidas al azar se les ha preguntado su gasto anual en libros, obteniéndose una cantidad
media de 22000 ptas. Con independencia de esta muestra se sabe que la desviacion tipica de la inversion
en libros en la poblacién es de 4000 ptas.
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a)
Halle un intervalo de confianza al 90% y centrado, para la media poblacional de esta inversion.

Datos del problema: n = 400, X = 22000, o = 4000; nivel de confianza = 90% =090 = 1 - «, de donde o =
=010, es decir a/2 =0'10/2 = 0'05.

Dep(Z<2z14p) =1-0/2=1-005=095. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 0'95
no viene, las mas proximas son 0'9495 y 0’9505 que corresponden a 1'64 y 1'65, por tanto z;_o» €s la media
es decir 2, o» = (1'64 + 1'65)/2 = 1’645, y el intervalo de confianza pedido es:

1.C.(u) = [i—zla,z -%,m Z, 00 %j = [22000 -1 645~%,22000 +1'645 -%) = (21671,22329).

b)

¢ Qué tamafo muestral seria necesario para que el correspondiente intervalo de confianza del apartado
anterior fuese (21904, 22096)?

Datos del problema: Intervalo = (a,b) = (21904, 22096), c = 4000, z;.q» = 1'645.

.~ tenemos que (22096 — 21904) = 2-1'645 - 4000
AVn An
decir

n = (13160/192)* = 4797'96, por tanto n = 4798.

De la amplitud del intervaloesb—-a =2z , es

OPCION B
EJERCICIO 1_B

. 11 2 3
Sean las matrices A = y B=
01 -1 2

a) (2 puntos) Resuelva la ecuacién matricial: A-X + 2B = A', siendo A' la matriz traspuesta de A.
b) (1 punto) Calcule la matriz A%,

. 11 2 3
Sean las matrices A = [0 j y B= [ ]

Solucién

1 -1 2

a)
Resuelva la ecuacién matricial: A-X + 2B = A', siendo A' la matriz traspuesta de A.
De A-X +2B=A' tenemos A-X=A'+2B=C

1
Como |A| =
0

:‘ =1-0=1#0, existe su matriz inversa A™* = = (1/]A])-Adj(A").

Multiplicando la expresién A-X = C por la izquierda por A™ tenemos:
AALX=AYC - IbX=A"C - X=A'C

A Y R e R M
11 -1 2 1 1 2 4 3 3
e_ (1 0y o (1 -1y 5 (1 1) _(1 1),
A—(l 1),AdJ(A)—(O J,A = (1/1) (o 1)_(0 1),
Por tanto X:A‘l.c:£1 '1)('3 '6] :(-6 -3)

0 1)(3 -3 3 -3

b)
Calcule la matriz A

a=(o o= (o o 1)=lo 2 #=(o 3o =00 1)

1 3)(11 1 4 1 2000
A'= [ J[ ] = ( ]; por tanto AP = ( 1 j.Correctamente tendriamos que usar el

2000

0 1/lo1 (o1 0
método de demostraciéon de induccién.

EJERCICIO 2_B

2x+1 si x<2
Sea la funcién f(x)={ X b

x?-8x+17 si x>2
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a) (1'75 puntos) Represéntela graficamente y estudie su continuidad y derivabilidad.
b) (0’75 puntos) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos.
¢) (0’5 puntos) Los extremos hallados anteriormente, ¢ son puntos donde f'(x) = 0? Razone la respuesta.
Solucion

. 2x+1 si x<2

Sea la funcion f(x) = 1 , )
X°-8x+17 si x=>2

a)
Represéntela graficamente y estudie su continuidad y derivabilidad.

La graficade 2x +1 (x <2) es un segmento, por tanto con dos puntos es suficiente para dibujarlo, el
(2°,5) yel (0, 1).

La grafica de x°- 8x + 17 (x = 2) es un trozo de parabola, con las ramas hacia arriba (U), pues el n°
gue multiplica a x° es positivo, abscisa del vértice en (x2 -8x +17) =0 =2x- 8, de donde x = 4, luego
vértice en V(4,f(4)) = V(4,1). Los puntos de corte son (0,17), no esta en su dominio, y de x° - 8x+17= 0,

8++8%-4.17 10++-4
2 2

damos un par de valores, si es posible a izquierda y derecha del vértice, el (2,5) y el (5,2).

tenemos x = , que no tiene soluciones reales luego no corta al eje de las X. Le

Teniendo en cuenta la anterior un esbozo de la grafica es:

L]

64 A

44

De la grafica observamos f(x) que es continua en R y derivable en R — {2}, no obstante vamos a verlo
mejor analiticamente
Continuidad.

2x+1 Si X<2
fx)=+< , .
X°-8x+17 si x=>2

2x + 1 es continua y derivable en R, en particular en x < 2.
x? - 8x + 17 es continua y derivable en R, en particular en x > 2.

Veamos la continuidad en x = 2.
f(x) escontinuaenx=2 si f(2)= Iinzw_f(x) = Iin21 f(x).
Iirr217f(x) = Iinz[ 2x+1)=4+1=5;
f(0) = Iir721 f(x) = Iir721 (x2 - 8x + 17) =5, por tanto f(x) es continua en x = 2, es decir es continua en R.
Derivabilidad
2x+1 Si x<2 2 si x<2
f)=+, . ;PO = :
X-8x+17 si x>2 2x-8 si x>2
Veamos la derivada en x = 2.
f(x) es derivable enx =2 sif(2+) = f(2-), es decir Iirr217 f(x) = Iin21 f'(x). (Estamos viendo la continuidad de
la derivada)
Iinz[ f'(x) = Iirrzli (2) =2; Iin01 f(x) = Iino1 (2x-8)=4-8=-4,comof(2-)=2#f(2+) =-4, f(x) no es

derivable en x =2, es decir es derivable en R — {2}.
b)
Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos.
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Observando la grafica vemos que f(x) es estrictamente creciente (/') en (-©,2)u(4,+w©).

f(x) es estrictamente decreciente (\n) en (2,4).

Por definicién en x = 2 hay un maximo relativo que vale f(2) = 5.
Por definicién en x = 4 hay un minimo relativo que vale f(4) = 1.
c)

Los extremos hallados anteriormente, ¢,son puntos donde f'(x) = 0? Razone la respuesta.

Observando la grafica vemos que tiene un maximo relativo en x = 2 y que vale f(2) = 5, y un minimo
relativo en el vértice de la parabola, es decir en el punto V(4,1).

En el punto x = 2 hemos visto que a funcion no era derivable, por tanto no existe f'(2) y por supuesto f'(2) no
vale cero. En el vértice V(4,1), vimos para calcularlo que f'(4) = 0.

EJERCICIO 3_B

Parte |

Un ladrdn, al huir de un policia, puede hacerlo por las calles A, B 6 C, con probabilidades p(A) = 0'25,

p(B) =06 y p(C) = 0’15, respectivamente. La probabilidad de ser alcanzado si huye por la calle A es 0’4, si
huye por la calle B es 0’5, y si huye por la calle C es 0’6.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que el policia alcance al ladrén.

b) (1 punto) Si el ladrén ha sido alcanzado, ¢ cual es la probabilidad de que haya sido en la calle A?

Solucién
Un ladroén, al huir de un policia, puede hacerlo por las calles A, B 6 C, con probabilidades p(A) = 0’25,
p(B) =06 y p(C) = 0’15, respectivamente. La probabilidad de ser alcanzado si huye por la calle A es 0’4, si
huye por la calle B es 0’5, y si huye por la calle C es 0'6.
a)
Calcule la probabilidad de que el policia alcance al ladrén.

Llamemos A, B, C, Aly AI°, a los sucesos siguientes, “huir por la calle A”, “huir por la calle B”, “huir por la
calle C”, “ser alcanzado” y “no ser alcanzado”, respectivamente.

Datos del problema p(A) = 0'25, p(B) = 0’6, p(C) = 0’15, p(Al/A) = 0’4, p(Al/B) = 0’5, p(Al/C) = 0’6, ..
Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

Aplicando el Teorema de la probabilidad Total
p(alcanzar al ladron) = p(Al) = p(A)-p(Al/A) + p(B)-p(Al/B) + p(C)-p(Al/C) =
= (0'25)-(0'4) + (0'6)-(0'5) + (0'15)-(0'6) = 49/100 = 0'49.
b)
Si el ladrén ha sido alcanzado, ¢,cudl es la probabilidad de que haya sido en la calle A?

Aplicando la Férmula de Bayes
o(A/Al = PANAD _ p(A)-p(PIA) _ (025):(0'4)
p(Al) p(PIA) 049

=10/49 = 0°2041.

EJERCICIO 3_B

Parte Il

Una maquina que envasa aceite en garrafas de 5 litros esta ajustada de manera que la cantidad que llena
sigue una ley normal con desviacion tipica ¢ = 0’15 litros.

a) (1'5 puntos) Calcule un intervalo de confianza del 95% para la media del contenido de las garrafas que
llena esta maquina sabiendo que una muestra aleatoria de 36 de ellas dio un contenido medio de 4'97 litros.
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b) (0’5 puntos) ¢ Contienen las garrafas 5 litros de aceite?

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -=)
" n " n
1
— w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
LC.(W=|X-2,_,, —X+2Z_, —j =(a,b)
1-al2 /_n 1-al2 /_n

donde zi42 Y Zao = - Z1g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z, ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
2,.,6) (2z,,0)
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%) = (bl—“’zj .
-a

Una maquina que envasa aceite en garrafas de 5 litros esta ajustada de manera que la cantidad que llena
sigue una ley normal con desviacion tipica ¢ = 0’15 litros.

a)

Calcule un intervalo de confianza del 95% para la media del contenido de las garrafas que llena esta
maquina sabiendo que una muestra aleatoria de 36 de ellas dio un contenido medio de 4’97 litros.

Datos del problema: ¢ = 0’15; n = 36, X = 4’97, nivel de confianza = 95% = 095 = 1 - a, de donde o = 0’05,
es decir o/2 = 0'05/2 = 0'025.
Dep(Z<z140)=1-a/2=1-0025=0'975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y que corresponde a z;.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:
— o — c 0'15 0'15
I.C.(w) = [x—z aip =X+ 2, —j = [4‘97 -1'96-—,4'97 + 1'96-—] =(4'921, 5'019).
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ \/% \/%
b)
¢ Contienen las garrafas 5 litros de aceite?

Como el 5 esta en el intervalo (4’921, 5'019), podemos decir que las garrafas contienen 5 litros de aceite,
con un nivel de confianza del 95%.
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