IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2000 (Modelo 3) Solucién German-Jesus Rubio Luna
Los Exdmenes del afio 2000 me los ha proporcionado D. José Gallegos Fernandez

OPCION A

EJERCICIO 1_A
a) (1'5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones:
2x+y+mz=-2
X+2y+z=2
X+my-2z = 4
calcule, para m = +1, la inversa de la matriz de coeficientes.
b) (1'5 puntos) Resuelva, para m = -1, el sistema del apartado anterior.
Solucién
a) (1'5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones:
2x+y+mz=-2
X+2y+z=2
X+my-2z = -4
calcule, para m = +1, la inversa de la matriz de coeficientes.

2 1 m 2 1 m -2
SeaA=|1 2 1 |lamatrizde los coeficientesyA*: 1 2 1 2 |lamatrizampliada.
1 m -2 1 m -2 -4
211
Sim=1,A=|1 2 1| ysidet(A)=|A|=0 entonces existe la matriz inversa A'l:(1/|A|)-Adj(At).
11 -2
2 1 1|F-2F, |0 -1 5|Adjuntos 211 5 3 -1
AlI=|1 2 1|F,-F =0 1 3|tercera =1.(-3-5=-8; A'=|1 2 1|; AdjA)=|3 -5 -1|;
1 1 -2 fila 1 1 -2 fila 11 -2 -1 -1 3
5 3 -1 5 -3 1
luego A™ = (1/|A])-Adj(A) = (-1/8)-| 3 -5 -1|=(1/8):|-3 5 1
-1 -1 3 1 1 -3
b)
Resuelva, para m = -1, el sistema del apartado anterior.
Sim=-1
2 1 -1 2 1 -1 -2
SeaA=|1 2 1 |lamatrizde IoscoeficientesyA*: 1 2 1 2 |lamatrizampliada.
1 -1 -2 1 -1-2 -4
Lo resolvemos por el método de Gauss.
2 1 -1 -2)Cambio 1 -1-2 4 1 -1-2 4 1 -1-2 4
1 2 1 2|FRporFb=|1 2 1 2|F-F=|0 3 3 6 ~|0 3 3 6| portanto
1 -1-2 -4 2 1 -1 -2)F -2k 0 3 3 6)R-F 0 0 0 O

,tomandoz=A € Rtenemos y=2-Ayx=-4+ (2-1) +2(A) =

. X-y-2z=-4 X-y-2z=-4
nuestro sistema es 0

3y+3z=6 ' |y+z=2
=-2 + ), es decir la solucion es (x,y,z) = (-2 + 4,2 - A,A) con A € R, es decir es un sistema compatible e
indeterminado, Yy tiene infinitas soluciones.

EJERCICIO 2_A

El precio en Bolsa de las acciones de una empresa durante las cinco horas que dura una jornada bursatil,
medido en pesetas, viene dado por la funcién C: [0,5] — R definida asi:  C(t) = 100-(t2 — 6t + 25), donde t
representa el tiempo medido en horas.

a) (1'5 puntos) Dibuje la gréafica de C, indicando las subidas y bajadas en el precio de cada accion durante la
sesidn, asi como su precio en el instante inicial.

b) (1 punto) ¢ Cual es el valor maximo y minimo que alcanzan las acciones a lo largo de la jornada?

c) (0’5 puntos) Si la sesién bursatil durara tres horas mas y se rigiera por la misma funcion, ¢,cudl seria la
tendencia en el precio de las acciones? ¢ Cudl seria la cotizacion al cabo de las ocho horas?

Solucién
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El precio en Bolsa de las acciones de una empresa durante las cinco horas que dura una jornada bursatil,
medido en pesetas, viene dado por la funcién C: [0,5] — R definida asi:  C(t) = 100-(t2 — 6t + 25), donde t
representa el tiempo medido en horas.

a)

Dibuje la grafica de C, indicando las subidas y bajadas en el precio de cada accién durante la sesion, asi
como su precio en el instante inicial.

La graficade C(t) = 100-(t2 — 6t + 25) definida en [0,5], es un tozo de parabola con las ramas hacia arriba,
(L) pues el n° que multiplica a t° es positivo, con abscisa del vértice en C'(t) = 0 = 100-(2t - 6), de donde
t = 3 y vértice V(3,C(3)) = V(3,1600), y puntos (0,C(0)) = (0,2500) y (5,C(5)) = (0,2000); por tanto teniendo
en cuenta la anterior un esbozo de la gréafica de C(t) es:

2000-\ _~

T -
— —

——

C(t) = 100(1* - 6t + 25)

Como la grafica es un trozo de parabola con las ramas hacia arriba (U), sabemos que la funcion es
estrictamente decreciente (\.) hasta el vértice y estrictamente creciente (/') a partir del vértice, en nuestro

caso C(t) es estrictamente decreciente () en (0,3) y estrictamente creciente () en (3,5). Por tanto el

precio baja en (0,3) y sube en (3,5).

El precio inicial es C(0) = 2500 pts.

b)

¢, Cual es el valor maximo y minimo que alcanzan las acciones a lo largo de la jornada?

Como la funcién C(t) esta definida en un intervalo cerrado [0,5] tenemos extremos absolutos, que se
alcanzaran en los extremos del intervalot =0yt =5, 0 en la solucién de C’(t) = 0, que erat = 3. Ya hemos
calculado:

C(0) = 2500
C(3) = 1600
C(5) = 2000

Por tanto el maximo absoluto es 2500 pts que se alcanza en el instante inicial, y el minimo absoluto
esta en el vértice (3,1600) es decir es de 1600 pts y se alcanza a las 3 horas de iniciar.

c)

Si la sesién bursatil durara tres horas més y se rigiera por la misma funcion, ¢cual seria la tendencia en el
precio de las acciones? ¢,Cual seria la cotizacién al cabo de las ocho horas?

Como ya he indicado antes, la funcién es estrictamente creciente (/‘) a partir del vértice (t = 3), luego la

tendencia del precio de las funciones es que suben de precio, y al cabo de 8 horas el precio es:
C(8) = C(t) = 100-((8)* — 6(8) + 25) = 4100 pts.

EJERCICIO 3_A
Parte |
En un famoso concurso de television basta con responder acertadamente a 15 preguntas para ganar 50
millones de pesetas. Cada pregunta tiene 4 posibles respuestas, de las que sélo una es verdadera.
a) (1 punto) Determine la probabilidad de que un concursante que no sabe ninguna pregunta y responde al
azar pueda ganar los 50 millones.
b) (1 punto) Determine la probabilidad de que un concursante con cultura media que sélo conoce las
respuestas correctas de las 5 primeras preguntas, acierte las respuestas de las 10 Ultimas si éstas las
contesta al azar.

Solucion
En un famoso concurso de televisién basta con responder acertadamente a 15 preguntas para ganar 50
millones de pesetas. Cada pregunta tiene 4 posibles respuestas, de las que sdélo una es verdadera.
a)
Determine la probabilidad de que un concursante que no sabe ninguna pregunta y responde al azar pueda
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ganar los 50 millones.

Llamemos A y A, a los sucesos siguientes, “acertar la pregunta n° “” ” y "no acertar a una pregunta n° " *,
respectivamente. Observamos que la probabilidad de acertar una pregunta no influye en la siguiente pues
todas las preguntas tienen una probabilidad de p(A;) = 1/4 si se responden al azar.

Piden p(A1)-p(A2)-P(Az)-P(As)-P(As)-P(As)-P(A7)-P(As)-P(Ag)-P(A10) P(A11)-P(A12) - P(A13) - P(A14)-P(A1a) =

= (1/4)-(1/4)-(L14)-(1/4)-(1/4)- (1/4)- (1/4) - (1/4) - (1/4)- (1/4)-(1/4)-(1/4)-(1/4)-(1/4)-(1/4) = 1/4"° = 9'3132.10™".

b)

Determine la probabilidad de que un concursante con cultura media que s6lo conoce las respuestas
correctas de las 5 primeras preguntas, acierte las respuestas de las 10 Ultimas si éstas las contesta al azar.

Piden p(A1)-p(Az2)-p(As)-P(As)-P(As)-P(As) P(A7)-P(As)-P(Ag)  P(A10)-P(A11) - P(A12) - P(A13) P(A14) - P(A14) =
= (1)-(1)-(1)-(1)-(1)- (1/4)-(1/4) - (1/4)-(1/4)-(1/4)- (1/4)-(1/4)- (1/4) - (1/4)-(1/4) = 1/4*° = 9'5367-10".

EJERCICIO 3_A

Parte Il

La duracién de los matrimonios en un pais se distribuye segin una ley normal con desviacion tipica 4'8
afos.

a) (1 punto) Si se toma una muestra de 64 matrimonios cuya media es 16 afios, halle un intervalo de
confianza al 95% para la media de la poblacion.

b) (1 punto) Si sabemos que la media poblacional es 15, ¢ cudl es la probabilidad de que la media de una
muestra de tamafo 100 sea superior a 16’35 afios?

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
Jn Jn
L
T 2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C. () = (x—za —=,X+2Z,, —j =(a,b)
1-al2 /n 1-al2 /n

donde z142 Y Zao = - Zi42 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z, ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% = 2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Zy412-C 22,0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ p.a |
-a

La duracién de los matrimonios en un pais se distribuye segin una ley normal con desviacion tipica 4'8
afios.

a)

Si se toma una muestra de 64 matrimonios cuya media es 16 afios, halle un intervalo de confianza al 95%
para la media de la poblacion.

Datos del problema: o = 4'8; n = 64, X =16, , nivel de confianza = 95% =095 = 1 - ¢, de donde o = 0’05, es
decir a/2 =0'05/2 = 0’025.

Dep(Z<2zyq4) =1-0/2=1-0025=0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y que corresponde a z,.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:
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1.C.(n)= (i—zl_a,z -%,m Z . %j = [16 -1'96 ~%,16 + 1'96.%j = (14'824, 17'176).

b)
Si sabemos que la media poblacional es 15, ¢ cuél es la probabilidad de que la media de una muestra de
tamafio 100 sea superior a 16’35 afios?

o . . S o 4'8
La distribucion de las medias muestrales es X — N(u; —=) =N(15; ——=) = N(15;0'48).
Jn J100
Me estén pidiendo la probabilidad “p( X = 16'35)"
Luego p(X 2 16’35) = {tipificamos} = p(Z = %) =p(Z2=2281)=1-p(Z<281)) ={Mirando en la
tabla} =1 — 0'9975 = 0'0025.
OPCION B

EJERCICIO 1_B

(3 puntos) Sea el recinto definido por las inecuaciones: 2y >x+3; -y>-X; Xx<5

a) (1 punto) Represéntelo graficamente.

b) (1 punto) Calcule sus vértices.

c) (1 punto) ¢ En qué puntos del recinto alcanza la funcién F(x, y) = -2x + y -1 sus valores extremos?

Solucion
a) b)yc)
Sea el recinto definido por las inecuaciones: 2y >x +3; -y>-x; x<5. Represéntelo graficamente.
Calcule sus vértices. ¢ En qué puntos del recinto alcanza la funcién F(x, y) =-2x +y -1 sus valores
extremos?

Funcién Objetivo F(x,y) =-2x +y - 1.

Las desigualdades 2y>x+3; -y>-x; x <5, las transformamos en igualdades, y ya sus graficas son
rectas, 2y=x+3; -y=-x; x=5.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=x/2+3/2;, y=x; x=5.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las

inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.

oL~
) H z 5 3

g .
Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=x e y=x/2+3/2, tenemos x = x/2+3/2, luego 2x = x+3, x =y = 3, y el punto de corte es A(3,3)
Dey=x/2+3/2 y x =5, tenemos Yy = (5)/2+3/2 = 4, y el punto de corte es B(5,4)

Dey=x y x=5,tenemosy =5,y el punto de corte es C(5,5).

Vemos que el poligono convexo cerrado tiene por vértices los puntos: A(3,3), B(5,4) y C(5,5).

Calculemos el maximo y el minimo de la funciéon F(x,y) =-2x +y—1 en dicha regién convexa.
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El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regién acotada convexa, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(3,3), B(5,4) y C(5,5). En el caso de que coincidan en dos
vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

F(3,3)=-23)+(3)-1 =-4;, F(5,4)=-2(5)+(4)-1 =-7; F(55)=-2(5)+(5)-1 =-6; .

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en laregién es - 4 (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice A(3,3) y el minimo absoluto de la funcién F en la
region es - 7 (el menor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice B(5,4).

EJERCICIO 2_B
x?2 si x<2
Sealafuncion f(x)={-x+4 si 2<x<4
(x-47 si  x>4

a) (1 punto) Estudie su continuidad y derivabilidad.
b) (1 punto) Represéntela graficamente.
¢) (1 punto) Halle sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucién
x*/2 si x<2
Sealafuncion f(x)=<-x+4 si 2<x<4
(x-4) si x4
a)
Estudie su continuidad y derivabilidad.

Sabemos que si una funcién es derivables es continua, pero si no es continua tampoco es derivable.
Observando su grafica vemos que no es continua en x = 2, por tanto tampoco es derivable en x = 2.

x’/2 es continua y derivable en R, en particular en x < 2.
-X + 4 es continua y derivable en R, en particular en 2 < x < 4.
(x- 4)2 es continua y derivable en R, en particular en x > 4.

Veamos la continuidad y la derivabilidad de f enx=2 y x =4.

f(x) es continuaenx =2 si f(2) = XILn; f(x) = XILn;+ f(x).

lim () = lim (x%2) = 412 = 2;

f(2) = xIiﬁrgf(x) = JLI’EL (-x+4)=-(2) + 4 =2, como son iguales f(x) es continuaen x =2.
f(x) es continuaenx=4 si f(4)= Xll_)rm f(x) = XI|_>r£1+ f(x).

lim £ = lim (-x +4)=-(4) + 4 =0,

f(4) = lim f(x) = lim (x - 4)? = (4 -4)*=0 , por tanto f(x) es continuaen x = 4.

Recapitulando f es continua en R.

x*2 si x<2 X si x<2
fxX)=<-x+4 si 2<x<4; tenemos f(x) = -1 Si 2<x<4
(x-4) si x4 2:(x-4) si x>4

Veamos si f es derivable en x =2
f(x) es derivable en x = 2 si Iirr21 f'(x) = Iir721 f ‘(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

Iir121 f'(x) = Iinz1 x)=2; Iir? f'(x) = Iir? (-1) =-1. Como los resultados no coinciden, f(x) no es derivable

en x = 2.
Veamos si f es derivable en x =4
f(x) es derivable en x = 4 si Iinl f{(x) = Iiry f {(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

|i|’£l f'(x) = Iirgl -1=-1, Iir£1 f'(x) = Iir£1 2:(x - 4) =0. Como los resultados no coinciden, f(x) no es
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X si x<2

derivable en x =4. Luego f'(x) = -1 si 2<x<4.

2:x-4) si x>4
Recapitulando f es derivable en R —{2,4}.
b)
Represéntela graficamente.
La grafica de x°/2 es un trozo de parabola, con las ramas hacia arriba U (el n°® que multiplica a x* es
positivo), con vértice V de abscisa la solucidon de f'(x) = 0 = x, de donde x = 0 y V(0,f(0)) = (0,0), y pasa
por los puntos (2%,2) y (-1,1/2).
La graficade -x + 4 es una segmento que no pasa por el origen, con pendiente negativa y pasa por los
puntos (2,2) y (4,0).
La graficade (x — 4)2 es un trozo de parabola, con las ramas hacia arriba U (el n°® que multiplica a X es
positivo), con vértice V de abscisa la solucién de f'(x) = 0 = 2-(x-4), de donde x = 4 y V(4,f(4)) = (4,0), y
pasa por los puntos (5,f(5)) = (5,1) y (6,f(6)) = (6,4).

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la gréafica de f es:

c)
Halle sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Observando la gréafica vemos que f es estrictamente decreciente (\) en (-©,0)u(2,4),yque f es

estrictamente creciente (') en (0,2))U(4,+).

EJERCICIO 3_B

Parte |

El 80% de los alumnos de un IES son aficionados al fatbol y el 60% al cine; la mitad de los alumnos de ese

IES lo son a las dos cosas. Se elige al azar un alumno:

a) (1 punto) Halle la probabilidad de que no sea aficionado a ninguna de las dos cosas.

b) (1 punto) ¢ Cual es la probabilidad de que sea aficionado al cine sabiendo que no es aficionado al fatbol?
Solucion

El 80% de los alumnos de un IES son aficionados al futbol y el 60% al cine; la mitad de los alumnos de ese

IES lo son a las dos cosas. Se elige al azar un alumno:

a)

Halle la probabilidad de que no sea aficionado a ninguna de las dos cosas.

Llamamos Ay B a los sucesos “aficionados al fathol” y “aficionados al cine”.
Del problema tenemos: p(A) = 80% = 0'8, p(B) = 60% = 0’6, p(las dos cosas) = p(AnB) = 50% = 0’50

Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) :%; p(B)=1- p(BC); AyBson
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); p(A%) = 1 — p(A)
p(A°~B®) = {Ley de Morgan} = p(AUB)® = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(ANB°) = p(A) - p(ANB).

Me piden p(ninguna de las dos) = p(ni y niB) = p(ACmBC) ={Ley de Morgan} = p(AuB)C = {suceso
contrario} = 1 - p(AUB).

De p(AUB) =p(A) + p(B) - p(AnB) =0'8 + 0’6 — 0’5 = 0’9, tenemos p(ACmBC): 1-p(AuUB) =1-0'9 = 0'1.
b)

¢, Cudl es la probabilidad de que sea aficionado al cine sabiendo que no es aficionado al fatbol?
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p(BNA%) _P®)-p(AnB) _ 06-05

Me piden p(B/A°) =
P! P( ) p(AC) 1-p(A) 1-0'8

=1/2=05.

EJERCICIO 3_B

Parte Il

En una muestra aleatoria de 225 individuos se ha obtenido una media de edad de 16’5 afios. Se sabe que la
desviacion tipica de la poblacién de la que procede esa muestra es de 0'7 afios.

a) (1'5 puntos) Obtenga un intervalo de confianza, al 95%, para la edad media de la poblacion.

b) (0’5 puntos) ¢ Qué error se comete en la estimacion anterior?

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
Jn Jn
g
T 2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C. () = (x—zla,2 ~ﬁ,x +Zy ﬁj =(a,b)

donde zi42 Y Zao = - Z1g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a/2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibonesE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% =2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Zy412-C 22,0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ p.a |
-a

En una muestra aleatoria de 225 individuos se ha obtenido una media de edad de 16’5 afios. Se sabe que la
desviacion tipica de la poblacién de la que procede esa muestra es de 0'7 afios.

a)

Obtenga un intervalo de confianza, al 95%, para la edad media de la poblacion.

Datos del problema: n = 225, x = 16’5, c = 0'7, nivel de confianza = 95% = 0'95 =1 - ¢, de donde o = 0'05,
es decir o/2 = 0'05/2 = 0'025.

Dep(Z<2z14p) =1-0a/2=1-0025=0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y que corresponde a z;.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

1.C.(n)= (i—zla/z -%,m zZ, . %j = [16'5 -1'96 ~%,1a'5 + 1'96.%j ~ (16'4085,16'5915).
E)Qué error se comete en la estimacion anterior?
Datos del problema: n = 225; 6 = 0'7, z;.42 = 1'96.
Tenemos Error=E<z__, -% = 1'96-% = 0'091467.
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