IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2000 (Modelo 4 Junio) Solucién German-Jesus Rubio Luna
Los Exdmenes del afio 2000 me los ha proporcionado D. José Gallegos Fernandez

OPCION A

EJERCICIO 1_A
La region factible de un problema de programacion lineal es la interseccion del primer cuadrante con los 3
semiplanos definidos por las siguientes inecuaciones:
x/[10+y/8<1; x/5+y/8>1; x/[10+y/4>1

a) (2 puntos) Dibuje dicha regién y determine sus vértices.
b) (1 punto) Calcule el minimo de la funcién objetivo F(x,y) = 4x + 5y en el recinto anterior.

Solucion
a) y b)
La regidn factible de un problema de programacion lineal es la interseccién del primer cuadrante con los 3
semiplanos definidos por las siguientes inecuaciones: x/10 +y/8<1; x/5+y/8>1; x/10 +y/4 > 1. Dibuje
dicha region y determine sus vértices. Calcule el minimo de la funcién objetivo F(x,y) = 4x + 5y en el recinto
anterior.

Funcién Objetivo F(x,y) = 4x + 5y.

Las desigualdades x/10+y/8<1; x/5+y/8>1; x/10+y/4>1, las transformamos en igualdades, y ya
sus graficas son rectas, x/10+y/8=1; x/5+y/8=1; x/10+y/4=1.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=-8x/10+8=-4x/5+8; y=-8x/5+8; y=-4x/10+ 4 =-2x/5 + 4.
Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las
inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las
inecuaciones dadas. ‘
™
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\
Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dey=-2x/5+4 e y=-8x/5+8, tenemos -2x/5+4 = -8x/5+8, luego -2x+20 = -8x+40, es decir 6x = 20, de
donde x = 20/6 = 10/3 e y =-2(10/3)/5+4 = 8/3, y el punto de corte es A(10/3,8/3)

Dey =-2x/5+4 e vy =-4x/5+8, tenemos -2x/5+4 = -4x/5+8, luego -2x+20 = -4x+40, es decir 2x = 20, de
donde x =20/2 =10 e y=-2(10)/5+4 =0, y el punto de corte es B(10,0)

Dey =-4x/5+8 e y =-8x/5+8, tenemos -4x/5+8 = -8x/5+8, luego -4x+40 = -8x+40, es decir 4x = 0, de
donde x =0 e y=-4(0)/5+8 = 8, y el punto de corte es C(0,8).

Vemos que el poligono convexo cerrado tiene por vértices los puntos: A(10/3,8/3), B(10,0) y C(0,8).
Calculemos el maximo y el minimo de la funcion F(x,y) = 4x + 5y en dicha regién convexa.

El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada convexa, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(10/3,8/3), B(10,0) y C(0,8). En el caso de que coincidan en dos

vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

F(3,3) = 4(10/3) + 5(8/3) = 80/3 = 26'667; F(10,0) = 4(10) + 5(0) = 40; F(0,8) = 4(0) + 5(8) = 40.
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Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el minimo absoluto de la funcién F en la region es 80/3 (el
menor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice A(10/3,8/3).

EJERCICIO 2_A
a) (1 punto) Calcule la derivada de cada una de las funciones: g(x) =-1/x y h(x) = x-sen(x)
b) (2 puntos) Estudie el crecimiento y decrecimiento de una funcién cuya funcién derivada viene dada
graficamente por la recta que pasa por los puntos (-1,0) y (0,1).
Solucion
a)
Calcule la derivada de cada una de las funciones: g(x) =-1/x y h(x) = x-sen(x)

Recordamos algunas derivadas y reglas de derivacion.

(00+900) = FOO+T 00 (F09-900) = FO)- g0+ F0)-0'(x); (f(x)j = 19009 - 1909,
) 00

(") = kF) P () (€9 = ke (Y =kx*Y  (In(f(x))’ =%; (sen(x))’ = cos(x); (k)' = 0.

1
w2

g(x) = o f(x) = (-1)(-1)-x""=1.x7=
X X

h(x) = x-sen(x); h’(x) = sen(x) + x-cos(x).

b)

Estudie el crecimiento y decrecimiento de una funcién cuya funcion derivada viene dada graficamente por la
recta que pasa por los puntos (-1,0) y (0,1).

La gréfica de la funcion derivada f'(x), nos dicen que es una recta que pasa por los puntos (-1,0) y (0,1).

7

i fiea

Un esbozo de la grafica de la derivada de f'(x) es:

de f'(x)

Como f'(x) < 0 en (-«,-1), por tanto f(x) es estrictamente decreciente (\) en (-oo0,-1).

Como f'(x) > 0 en (-1,+x), por tanto f(x) es estrictamente decreciente (/‘) en (-1,+x).
Por definicién en x = -1 hay un minimo relativo

EJERCICIO 3_A
Parte |
En un Instituto se ofertan tres modalidades excluyentes A, B y C y dos idiomas excluyentes, Inglés y
Francés. La modalidad A es elegida por un 50% de alumnos, la B por un 30% y la C por un 20%. También
se conoce que han elegido Inglés el 80% de los alumnos de la modalidad A, el 90% de la modalidad B y el
75% de la C, habiendo elegido Francés el resto de los alumnos.
a) (1 punto) ¢ Qué porcentaje de estudiantes del Instituto ha elegido Francés?
b) (1 punto) Si se elige al azar un estudiante de Francés, ¢cual es la probabilidad de que sea de la
modalidad A?

Solucién
En un Instituto se ofertan tres modalidades excluyentes A, B y C y dos idiomas excluyentes, Inglés y
Francés. La modalidad A es elegida por un 50% de alumnos, la B por un 30% y la C por un 20%. También
se conoce que han elegido Inglés el 80% de los alumnos de la modalidad A, el 90% de la modalidad B y el
75% de la C, habiendo elegido Francés el resto de los alumnos.
a)
¢, Qué porcentaje de estudiantes del Instituto ha elegido Francés?

Sean A, B, C las modalidades, |y F, los sucesos siguientes, “Inglés” y “Francés”.
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Datos del problema p(A) = 50% = 0’5, p(B) = 30% = 0’3, p(C) = 20% = 0'2, p(l/A) = 80% = 0’8, p(I/B) = 90% =
=09, p(/IC) =75% = 0’75, ..

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

og Il

Aplicando el Teorema de la probabilidad Total
p(elegir Francés) = p(F) = p(A)-p(F/A) + p(B)-p(F/B) + p(C)-p(F/C) =
=(0'5)-(0'2) + (0'3)-(0'1) + (0'2)-(0'25) = 9/50 = 0'18.
b)
Si se elige al azar un estudiante de Francés, ¢ cudl es la probabilidad de que sea de la modalidad A?

Aplicando la Férmula de Bayes
o(AlF) = PANE) _ p@A)-p(FIA) _ (05)-(02)
P(F) p(F) 018

= 5/9 = 0'5556.

EJERCICIO 3_A

Parte Il

La ;atltura de los jovenes andaluces se distribuye segun una ley normal de media desconocida y varianza 25
cm®,

Se ha seleccionado una muestra aleatoria y con una confianza del 95% se ha construido un intervalo para la
media poblacional cuya amplitud es de 2’45 cm.

a) (1 punto) ¢, Cual ha sido el tamafio de la muestra seleccionada?

b) (1 punto) Determine el limite superior y el inferior del intervalo de confianza si la muestra tomada dio una
altura media de 170 cm.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, ~=) 0 X — N(u, -=)
" n " n
1
— w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C. (w) = [x—za —,X+2Z,, —j =(a,b)
1-al2 /_n 1-al2 /_n

donde z142 Y Zao = - Zi42 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z, ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
z,.,0) (2z,,0)
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%) = (bl—“’zj .
-a
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La altura de los jovenes andaluces se distribuye segun una ley normal de media desconocida y varianza 25
cm’.

Se ha seleccionado una muestra aleatoria y con una confianza del 95% se ha construido un intervalo para la
media poblacional cuya amplitud es de 2’45 cm.

a)

¢, Cudl ha sido el tamafio de la muestra seleccionada?

Datos del problema: 6° =25 —» & = 5; amplitud = b — a = 2'45, nivel de confianza = 95% = 095 = 1 - ¢, de
donde a = 0’05, es decir a/2 =0'05/2 = 0'025.

Dep(Z=<zi42)=1-a/2=1-0025=0'975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'975 viene, y que corresponde a z;.4, = 1'96.

2 2
2. ) 1'96.
= 2-E, tenemos n 2 ZraC | - (219651 64, luego n = 64.
b-a 2'45

Deb-a=2-z

o
1-al2 ﬁ
b)

Determine el limite superior y el inferior del intervalo de confianza si la muestra tomada dio una altura media
de 170 cm.

Datos del problema: ¢ =5; n =64, X =170, z,.4» = 1'96, E = (b-a)/2 = 2'45/2 = 1'225; por tanto el intervalo
de confianza pedido es:

o

I.C.(u)=[i—zla,2 R %j = (X-EX+E) =

= [170 - 1'96~i,170 +1'96 i] = (170 - 1'225,170 + 1'225) = (168’775, 171'225).

N N7

Luego el limite inferior del intervalo es a = 168775y el limite superior del intervalo es b = 171'225.

OPCION B
EJERCICIO 1_B
X-9y +5z=33
Se considera el sistema: <x+3y- z=-9
X-y+z=5

a) (2 puntos) Resuélvalo y clasifiquelo en funcién del nimero de soluciones.
b) (1 punto) Determine si es posible, 0 no, eliminar una de las ecuaciones, de forma que el sistema que
resulte sea equivalente al anterior. Razone la respuesta.

Solucion
X-9y +5z=33
Se considera el sistema: {x+3y- z=-9
X-y+1z=5
a)
Resuélvalo y clasifiquelo en funcion del nimero de soluciones.

Lo resolvemos por el método de Gauss, poniendo su matriz asociada.

1 -9 5 33 1 -9 5 33 1 -9 5 33 1 9 5 33
13 -1 9|kK-F~|0 12 6 -42|R/6~|0 2 -1 -7 ~|0 2 -1 -7/, portanto
1-11 5)K-F (0 8 4 -28)R/4 (0 2 -1 -7)R-F 0 0 0 O

x-9y+5z=33
2y-z=-7

=-2 -, es decir la solucién es (x,y,z) = (-2-A,A,7 + 2A) con A € R, es decir es un sistema compatible e

indeterminado, Y tiene infinitas soluciones.

b)

Determine si es posible, 0 no, eliminar una de las ecuaciones, de forma que el sistema que resulte sea

equivalente al anterior. Razone la respuesta.

nuestro sistema asociado es { ,tomandoy =L € Rtenemos z=7 +2A y X =33+9A-5(7+21) =
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Hemos visto al resolver el sistema por Gauss que se podia eliminar la tercera ecuacion, porque era
combinacion lineal de la primera y la segunda, y hemos obtenido un sistema equivalente al original.

EJERCICIO 2_B
2x+a si  x<-1
Dada la funcién f(x)= <-x* +2 si -1<x<1 (L indica logaritmo neperiano)
L(x) si x>1
a) (1 punto) Calcule el valor de “a” para que f sea continua en x = -1.
b) (1 punto) Represente graficamente la funcién anterior sia = 3.

¢) (1 punto) Justifique la existencia o no de derivada en los puntos x = -1 y x = 1 para la funcién obtenida en
el apartado anterior.

Solucion
2x+a si x<-1
Dada la funcién f(x)= <-x* +2 si -1<x<1 (L indica logaritmo neperiano)
L(x) si x>1
a)
Calcule el valor de “a” para que f sea continua en x = -1.

Sabemos que f(x) es continuaenx =-1 si f(-1) = Iim1 f(x) = Iim1 f(x).
f(-1) = Iirr} f(x) = Iim1 (2x+a)=2(-1)+a=-2+ a;
lim () = lim (-x*+2)=-(-1)>+2=-1+ 2 =1, como son iguales -2 + a = 1, de donde a = 3.

b)
Represente graficamente la funcion anterior si a = 3. (Hemos visto que para a = 3, f es continua en x = -1).

2x+3 si x<-1
fX)=<x*+2 si -1<x<1.

L(x) si x>1

La grafica de 2x + 3 es una semirrecta que no pasa por el origen, con pendiente positiva y pasa por
los puntos (-1,1) y (0,3).
La graficade -x*+2 es un trozo de pardbola, con las ramas hacia abajo N (el n°® que multiplica a x*
es negativo), con vértice V de abscisa la solucion de f'(x) = 0 = -2x, de donde x = 0 y V(0,f(0)) = (0,2), y
pasa por los puntos (-17,1) y (1,1).
La grafica de L(x) es un trozo de de la funcién logaritmica, que tiene una asintota vertical en x = 0"
pues IirE\ L(x) = -0 (Que no estas en su dominio), corte en OX en (1,0), porque L(1) =0, y ademas
sabemos que siempre es estrictamente creciente, con lim L(X) = +oo.

X—>+0

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la grafica de f es:

4\ -
|

L(x)

2x43 1

-24
c)

Justifique la existencia o no de derivada en los puntos x = -1 y x = 1 para la funcién obtenida en el apartado
anterior.

Observando la gréafica parece que es derivable en x = -1, ahora lo veremos; pero al no ser continua en
x =1no es derivableenx =1
Veamoslo analiticamente.

2x+3 si x<-1 2 si x<-1
fX)=<x*+2 si -1<x<1l. f(X)=<-2x si -1<x<l1.
L(x) si x>1 1/x si x>1
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Veamos si f es derivable en x =-1, ya vimos que era continuaen x = 1 para a = 3.
f(X) es derivable en x = -1 si Iim1 f'(x) = Iirrl f ‘(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.
X—>-1- X——1+

IilirLf‘(x)= Iir]l 2) =2; Iirﬂ f{(x) = Iirﬂ (-2x) =-2(-1) = 2; como los resultados coinciden, f(x) es

derivable en x = -1.
Veamos la continuidad de f en x = 1.

f(x) es continuaenx=1 si f(1)= Iir?i f(x) = Iirr11 f(x).
f(1) = Iirrll f(x) = Iirrl1 (-x2 +2)=1; Iinlq f(x) = Iinl1 L(x) =L(1) = 0, como no son iguales f(x) no es continua

en x =1, por tanto tampoco es derivable en x = 1.

EJERCICIO 3_B
Parte |
Sean Ay B dos sucesos del mismo espacio muestral tales que p(A) =07, p(B) =06 y p(AuB) = 0'9.
a) (1 punto) Justifique si Acy B son mdependlentes
b) (1 punto) Calcule p(A/B®) y p(B/A%); A® y B indican los contrarios de A y B.
Solucion
Sean Ay B dos sucesos del mismo espacio muestral tales que p(A) =07, p(B) =06 y p(AuB) = 0'9.
a)
Justifique si A y B son independientes.

Del problema tenemos: p(A) = 0'7, p(B) =06 y p(AuB) =09

Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) :%; p(B)=1- p(BC); Ay Bson
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); p(AC) =1-p(A)
p(ACmBC) ={Ley de Morgan} = p(AuB)C = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(AmBC) = p(A) - p(AnB).

Me piden ver si Ay B son independientes es decir si p(AnB) = p(A)-p(B)

De p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB), tenemos 0'9 = 0'7 + 0’6 — p(AnB), de donde p(AnB) = 0'4.
Como p(AnB) =04 = (0'7)-(0'6) = 0'42 = p(A)-p(B), Ay B no son independientes.

b)

Calcule p(A/B) y p(B/A); A° y BCindican los contrarios de Ay B.

ANB© A)-p(AnB ]

Me piden p(A/B®) = p( C ) _ P& p(ANB) = 07-04 _54-g7s.
p(B®) 1-p(B) 1-06
BN A° B)-p(A~B .

vie piden p(e/a) = LE0A) PO P(ACE) _06-04 5 ggeqr
p(A°) 1-p(A) 1-07

EJERCICIO 3_B

Parte Il

Se conoce que el nimero de dias de permanencia de los enfermos de un hospital sigue una distribucion

normal de media 8’1 dias y desviacion tipica 9 dias. Se elige, al azar, una muestra de 100 enfermos:

a) (1 punto) Razone cual es la distribucién de la media muestral.

b) (1 punto) ¢ Cual es la probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 8 y 10 dias?
Solucién

Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(u, g

ﬁ),y
o = o
ﬁ)o X —’N(Myﬁ)

Trabajamos en una normal N(0,1), para lo cual tenemos que tipificar la variable en la distribucion muestral

de medias, es decir Z = X—u

o/n

generalmente escribimos X ~N(u,
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Se conoce que el nimero de dias de permanencia de los enfermos de un hospital sigue una distribucion
normal de media 8’1 dias y desviacion tipica 9 dias. Se elige, al azar, una muestra de 100 enfermos:

a)

Razone cudl es la distribucién de la media muestral.

Datos del problema: Distribucién de la poblacion — N(w;,6) = N(8'1; 9); n=81; o =9; n = 100.
2 y=N(@E'1L; 9

Jn V100
b)

¢, Cudl es la probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 8 y 10 dias?

La distribucién de las medias muestrales es X — N(u; ) =N(8'1;0'9).

Me estan pidiendo la probabilidad “p(8 < X < 10)"
8-8'1 10-81
<Z<
09 09
=p(Z2<2'11) - p(Z2<-0'11) = p(Z2 <£2'11) — (1 - p(Z £0'11)) = {Mirando en la tabla} =
=0'9826 — (1- 0'5438) = 0'5264.

Luego p(8 <X < 10) = {tipificamos} = p(

)==p(-011<Z < 2'11) =
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	Un esbozo de la gráfica de la derivada de f’(x) es:
	Como f’(x) < 0 en (-(,-1), por tanto f(x) es estrictamente decreciente  en (-(,-1).
	Como f’(x) > 0 en (-1,+(), por tanto f(x) es estrictamente decreciente  en (-1,+().

