IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2000 (Modelo 6) Solucién German-Jesus Rubio Luna
Los Exdmenes del afio 2000 me los ha proporcionado D. José Gallegos Fernandez

OPCION A
EJERCICIO 1_A
a) (2 puntos) Represente y calcule los vértices de la region determinada por las inecuaciones siguientes:
Xx>0; y20; y-x<2; y-x=>-1; 2y+x<7.
b) (1 punto) Calcule el valor maximo de la funcién F(x,y) = 2x + 3y en la region anterior y el punto donde lo
alcanza.

Solucion
a) y b)
Represente y calcule los vértices de la regién determinada por las inecuaciones siguientes:
x20; y>20; y-x<£2; y-x>-1; 2y+x<7. Calcule el valor maximo de la funciéon F(x,y) =2x + 3y en la
region anterior y el punto donde lo alcanza.

Funcién Objetivo F(x,y) = 2x + 3y.

Las desigualdades x>0; y>0; y-x<2; y-x>-1; 2y+x<7, las transformamos en igualdades, y ya
sus graficas sonrectas, x=0; y=0; y-x=2; y-x=-1; 2y+x=7.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
Xx=0; y=0; y=x+2; y=x-1; y=-x2+7/2.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las

inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.

y =-xf2+7/2

Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0, tenemos el punto de corte es A(0,0)

Dey=0 e y=x-1,tenemos 0 = x-1, luego x = 1, y el punto de corte es B(1,0)

Dey=x-1 e y=-x/2+7/2, tenemos X-1 = -x/2+7/2, luego 2x-2 = -x+7, por tanto 3x =9, es decirx=3 e

y =2, y el punto de corte es C(3,2).

Dey=-x/2+7/2 e y=x+2,tenemos -x/2+7/2 = x+2, luego -x+7 = 2x+4, por tanto 3 = 3x, esdecirx =1 e
y = 3, y el punto de corte es D(1,3).

Dex=0 e y=x+2,tenemosy = 2, y el punto de corte es E(0,2)

Vemos que el poligono convexo cerrado tiene por vértices los puntos: A(0,0), B(1,0), C(3,2), D(1,3) vy
E(0,2).

Calculemos el maximo de la funciéon F(x,y) = 2x + 3y en dicha regién convexa.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su méximo y minimo absoluto estan en la
regién acotada convexa, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,0), B(1,0), C(3,2), D(1,3) y E(0,2). En el caso de que coincidan
en dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 2(0) + 3(0) =0; F(1,0)=2(1) +3(0) =2; F(3,2) = 2(3) +3(2) =12;
F(1,3) = 2(1) +3(3) =11; F(0, 2) = 2(0) + 3(2) =0.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregién es 12 (el
mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(3,2).

german.jss@gmail.com 1



IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2000 (Modelo 6) Solucién German-Jesus Rubio Luna
Los Exdmenes del afio 2000 me los ha proporcionado D. José Gallegos Fernandez

EJERCICIO 2_A
2

- si x<-2
x+1
Se considera la siguiente funcién f(x) = {-x* -2x+a si -2<x<0
2 Si 0<x
x+1

a) (1'5 puntos) Halle el valor de a para que f sea continua. Para dicho valor de a, ¢es f derivable?
b) (1’5 puntos) Para el caso de a = 2, dibuje la grafica de f.

Solucion
.2 si x<-2
x+1
Se considera la siguiente funcién f(x) = {-x* -2x+a si -2<x<0
2 Si 0<x
x+1

a)
Halle el valor de a para que f sea continua. Para dicho valor de a, ¢es f derivable?

La funcion -2/(x+1) es continua y derivable en todo R - {-1} (n° que anula el denominador, en particular
en x <-2.

La funcién -x° - 2x + a es continua y derivable en todo R, en particular en -2 < x < 0.

La funcion 2/(x+1) es continua y derivable en todo R - {-1} (n° que anula el denominador, en particular
enx>0.

Veamos el valor de “a” para que f sea continua.
Sabemos que f es continuaen x=-2 si f(-2) = Iirfr;i f(x) = Iirg f(x).
lim f() = lim -2/(x+1) =-2/(-2+1) =2; f(-2) = lim f() = lim (-x*-2x +a) =-(-2)°-2(-2) +a =0+ a,

X—>—2—

como tiene que ser iguales 2 =0 + a, de donde a = 2 para que f(x) sea continuaen x =-2.

Sabemos que f es continuaen x=0 si f(0) = Iiry f(x) = Iirg f(x).
IirQ f(x) = Iirg (-x2 -2x+a)= -(0)2 -2(0) +a=a; f(0) = Iirgl f(x) = Iirg 2/(x+1) = 2/(0+1) = 2, como tiene

gue ser iguales a =2, de donde a = 2 para que f(x) sea continuaen x =0.
Por tanto paraa=2 f es continuaen R.

Veamos la derivabilidad enx=-2 y x =0, para el valor a = 2.

2 ) 2 .
- si x<-2 —F0 Sl x<-2
X+1 (x + 1)
f(xX)= <-x*-2x+2 si -2<x<0; f(x)={-2x-2 si -2<x<0
2 si 0<x 2§ 0=«
X+ 1 (x + 1)

f(x) es derivable en x = -2 si xﬁg,f ‘x) = Xﬁrl f (x), estamos viendo la continuidad de la derivada.
lim £09 = lim 2/(x+1)% = 2/(-2+1)* = 2; lim £09 = lim (-2x-2) =-2(-2) - 2 = 2; como los resultados
coinciden, f(x) es derivable en x =-2.

f(x) es derivable en x =0 si X"ﬂlf ‘x) = XILrgf ‘(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

X"ﬂlf ‘x) = X'LT, (-2x-2) =-2(0) - 2 = -2; XILer ‘x) = XILrQ+ -2/(x+1)2 = -2/(0+1)2 =-2; como los resultados
coinciden, f(x) es derivable en x =0, luego f es derivable en R.

b)
Para el caso de a = 2, dibuje la grafica de f.

La grafica de -2/(x+1) es un trozo hipérbola, que tiene una asintota vertical en x = -1 (no esta en su
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dominio) porque "rﬂ, -2/(x+1) =-2/(-1" +1) =-2/0" = + 0, y una asintota horizontal en y = 0 en +w, porque
lim -2/(x+1) = -2/(-0) = 0", y f esta por encima de la asintota. Ademas f(-2") = -2/(-2°+1) = 2, es decir

pasa (no toca) por el punto (-2°,2) y siempre es estrictamente creciente porque viene de la asintota

y =0 en -o hasta la ordenaday=2enx=-2".

La graficade -x°-2x + 2 es un trozo de parabola, con las ramas hacia abajo N (el n° que multiplica a
X es negativo), con vértice V de abscisa la solucién de f'(x) = 0 = -2x-2, de donde x = -1y V(-1,f(-1)) =
= (-1,3), y pasa por los puntos (-2,2) y (07,2).

La grafica de 2/(x+1) es un trozo hipérbola, que tiene una asintota vertical en x = -1 (no esta en su
dominio) porque XI_|)rrl -2/(x+1) =-2/(-1" +1) =-2/0" = + 0, y una asintota horizontal en y = 0 en +w, porque

lim 2/(x+1) = 2/(+0) = 0", y f esta por encima de la asintota. Ademas f(0) = 2/(0+1) = 2, es decir pasa
por el punto (0,2) y siempre es estrictamente decreciente porque va de la ordenaday =2 en x = 0,
hasta la asintota y = 0 en +o.

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la grafica de f es:

A1)

T 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [

EJERCICIO 3_A
Parte |
(2 puntos) La poblacion espafiola estd compuesta por un 55% de mujeres, de las que un 8% ha realizado en
alguna ocasién una compra por Internet. Se sabe que la probabilidad de que una persona haya comprado
alguna vez usando Internet es 0’3. Halle la probabilidad de que un hombre, elegido al azar, haya comprado
alguna vez por Internet.

Solucién
La poblacién espafiola esta compuesta por un 55% de mujeres, de las que un 8% ha realizado en alguna
ocasion una compra por Internet. Se sabe que la probabilidad de que una persona haya comprado alguna
vez usando Internet es 0'3. Halle la probabilidad de que un hombre, elegido al azar, haya comprado alguna
vez por Internet.
Llamamos M, H, I y I, a los sucesos “ser mujer”, “ser hombre”, “comprar por internet’ y “no comprar por
internet”.
Del problema tenemos p(M) = 55% = 0’55, p(I/M) = 8% = 0’08, p(I) = 0'3,..
Todo esto lo vemos mejor en un diagrama de arbol (recordamos que las probabilidades que salen desde un
mismo nodo suman 1)

Por el Teorema de la Probabilidad Total
p(compran por internet) = p(I) = 0'3 = p(M)-p(I/M) + p(H)-p(I/H) = (0'55)-(0’08) + (0'45)-(x) = 0'3.

Me piden p(compre por internet siendo hombre) = p(I/H) = x.
Despejando de (0'55)-(0’08)+(0'45)-(x) = 0’3, tenemos 0’044 + 0’45x = 0'3, luego x = 0'256/0'45 = 128/225 =
= 0'5689.

EJERCICIO 3_A

Parte 2

Las notas de un examen se distribuyen segin una ley normal de media 5’6 y varianza 9.
Seleccionamos al azar 16 estudiantes y calculamos la media de sus notas.
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a) (1'5 puntos) Calcule la probabilidad de que dicha media esté comprendida entre 4'7 y 6'5.
b) (0’5 puntos) Si en lugar de seleccionar 16 estudiantes, seleccionamos 25, ¢aumentara o disminuira la
probabilidad calculada en el apartado anterior? Razone la respuesta.

Solucién

Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n

o 2,

Jh Jh

Trabajamos en una normal N(0,1), para lo cual tenemos que tipificar la variable en la distribucion muestral

X—u

ol\n

Las notas de un examen se distribuyen segin una ley normal de media 5’6 y varianza 9.

Seleccionamos al azar 16 estudiantes y calculamos la media de sus notas.

a)

Calcule la probabilidad de que dicha media esté comprendida entre 4’7 y 6'5.

generalmente escribimos X ~N(n, —=) 0 X — N(u,

de medias, es decir Z =

Datos del problema: Distribucion de la poblacion — N(u;o) = N(5'6; \/5) =N(5'6;3) ; n=5'6; o’ =9;
c=3;n=16.

La distribucién de las medias muestrales es X — N(u; i) =N(5'6; %) =N(5'6;0'75).

Jn V16

Me estén pidiendo la probabilidad “p(4'7 < X < 6'5)"

4'7 -5'6 <7< 6'5-5'6
0'75 0'75

P(Z<12)-p(Z2<-12)=p(Z<12)-(1-p(Z2<212)=2-p(Z2<12) -1 ={Mirando en la tabla} =

=2.0'8849 - 1= 0'7698.

b)

Si en lugar de seleccionar 16 estudiantes, seleccionamos 25, ¢aumentara o disminuira la probabilidad

calculada en el apartado anterior? Razone la respuesta.

Luego p(4'7 <X < 6'5) = {tipificamos} = p( )==p(-1'2<2<12) =

Si aumenta el tamafio de la muestra, disminuye la desviacion tipica de la distribucion muestral de
medias, por tanto al dividir por un nidmero menor aumenta el cociente del valor de Zy por tanto la
probabilidad es mayor. Veamoslo analiticamente:

Datos del problema: Distribucién de la poblacion — N(u;0) = N(5’6; \/5) =N(5'6;3) ; n=5'6; o’ =9;
c=3;n=25.

L . . S o 3
La distribucion de las medias muestraleses X — N(u; —=) =N(5'6; —) = N(5'6;0'6).
Jn V25
Me estan pidiendo la probabilidad “p(4'7 < X < 6'5)"
Luego p(4'7 <X < 6'5) = {tipificamos} = p(%_e56 <7< %) ==p(-1'5<Z<15) =

P(Z<15)-p(Z<-15)=p(Z<15)-(1-p(Z<15) =2 p(Z<15)-1={Mirando en la tabla} =
2:0'9332 - 1= 0'8664.

OPCION B

EJERCICIO 1_B

a) (1'5 puntos) Plantee, sin resolver, el sistema de ecuaciones necesario para dar solucion al siguiente
problema: “Una empresa de reposteria tiene 10 vehiculos entre motocicletas (2 ruedas), turismos (4 ruedas)
y pequefios camiones de reparto (6 ruedas). El impuesto municipal, por vehiculo, es de 2000 pts, 5000 pts y
8000 pts, respectivamente. Sabiendo que ha pagado un total de 41000 pts por este concepto y que el total
de ruedas de sus vehiculos es de 34, ¢ cuantos vehiculos tiene de cada tipo?”

1 2
b) (1'5 puntos) Dada la matriz A = [2 5} , halle A+A™.

Solucion
a)
Plantee, sin resolver, el sistema de ecuaciones necesario para dar solucion al siguiente problema: “Una
empresa de reposteria tiene 10 vehiculos entre motocicletas (2 ruedas), turismos (4 ruedas) y pequefios
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camiones de reparto (6 ruedas). El impuesto municipal, por vehiculo, es de 2000 pts, 5000 pts y 8000 pts,
respectivamente. Sabiendo que ha pagado un total de 41000 pts por este concepto y que el total de ruedas
de sus vehiculos es de 34, ¢ cuantos vehiculos tiene de cada tipo?”

x = Numero de motocicletas (2 ruedas).
y = NUmero de turismos (4 ruedas).
z = Numero de pequefios camiones (6 ruedas).

De “Una empresa de reposteria tiene 10 vehiculos” — x+y+z=10.
De “El impuesto municipal, por vehiculo, es de 2000 pts, 5000 pts y 8000 pts, respectivamente. Sabiendo
gue ha pagado un total de 41000 pts” — 2000x + 5000y + 8000z = 41000.
De “el total de ruedas de sus vehiculos es de 34" — 2X + 4y + 62 = 34.
X+y+z = 10 X+y+z = 10
El sistema pedido es: <2000x + 5000y + 8000z = 41000 o {2x+5y+8z = 41
2X + 4y + 6z = 34 X+2y+3z = 17

b)
. 1 2 1
Dada la matriz A = L halle A+ A™.

12
Como [A| = ‘2 5‘ =5-4=1#0, existe sumatrizinversa A' = (1/]A])-Adj(A").
12 5 -2 5 -2
A= ; Adj(AY) = ;A= (U|A])-Adj(A) = :
(2 5) j(A) (_2 J (L/IA])-Adj(A)

201
Luego A +A™ = L2y, (° 2)-(% 9
2 5 2 1 0 6

EJERCICIO 2_B
La altura, en metros, que alcanza una pelota lanzada hacia arriba en funcién del tiempo (en segundos)
transcurrido desde su lanzamiento, viene dada por la expresion: f(t) = 5t/2 — /2.
a) (1 punto) Represente graficamente f.
b) (1 punto) ¢ Qué altura habra alcanzado la pelota a los 4 segundos? ¢ Al cabo de cuanto tiempo llegara al
suelo?
c) (1 punto) ¢ En qué instante alcanzara la pelota su altura maxima? ¢ Cual es dicha altura?
Solucién
La altura, en metros, que alcanza una pelota lanzada hacia arriba en funcion del tiempo (en segundos)
transcurrido desde su lanzamiento, viene dada por la expresion:  f(t) = 5t/2 — t°/2
a)
Represente graficamente f.

La grafica de la funciéon 5t/2 — /2 es un parabola con las ramas hacia abajo (M), pues el n° que multiplica
a t° es negativo, por tanto el maximo esta en el vértice, y la abscisa de dicho vértice es la solucién de
f(t) = 0 = (512 — t*/2)’ = 0, es decir 5/2 — 2t/2 = 0, de donde t = 5/2 = 2’5, por tanto el vértice es
V(5/2,f(5/2))=V(5/2,25/8)=V(2'5,3'125). Puntos de corte en (0,f(0))=(0,0) y de f(t)=0 tenemos 5t/2 - /2 =
=1(5/2 -1/2) =0, de donde t=0 y t=5, con lo cual tenemos los puntos (0,0) y (5,0).

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la graficade f es:

german.jss@gmail.com 5



IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2000 (Modelo 6) Solucién German-Jesus Rubio Luna
Los Exdmenes del afio 2000 me los ha proporcionado D. José Gallegos Fernandez

b)
¢, Qué altura habra alcanzado la pelota a los 4 segundos? ¢ Al cabo de cuanto tiempo llegara al suelo?

La altura a los 4 segundos es f(4) = 5(4)/2 — (4)°/2 = 2 m.

Llega al suelo alos 5 segundos (punto de corte con el eje OX, no consideramos el 0 porque adn no se ha
lanzado la pelota)

c)

¢En qué instante alcanzara la pelota su altura maxima? ¢ Cuél es dicha altura?

Como ya hemos indicado en el aparatado (a), el maximo se encuentra en el vértice V(2'5,3'125), por tanto la
altura méaxima se alcanza a los 2’5 segundos y dicha altura es de 3'125 metros.

EJERCICIO 3_B
Parte |
De una lista de 10 personas, de las que 7 son hombres, seleccionamos 2 personas al azar. Calcule la
probabilidad de que sean de distinto sexo en los siguientes casos:
a) (1 punto) Se eligen sin reemplazo.
b) (1 punto) Se eligen con reemplazo.
Solucién
De una lista de 10 personas, de las que 7 son hombres, seleccionamos 2 personas al azar. Calcule la
probabilidad de que sean de distinto sexo en los siguientes casos:
a)
Se eligen sin reemplazo.

Como se eligen dos personas es lo mismo primero hombre y después mujer, que primero mujer y después
hombre.
Sean H; y M; a los sucesos “elegir hombre en el lugar i” y “elegir mujer en el lugar i”, donde

wsn
|

indica
primer o segundo lugar.

Me piden p(elegir 2 de distinto sexo) = p(H1)-p(M./H,) + p(M1)-p(H>/M;) = 2-(7/10)-(3/9) = 7/15 = 0'4667.
b)
Se eligen con reemplazo.

Andlogamente p(elegir 2 de distinto sexo) = p(Hy)-p(M2/H;) + p(M4)-p(H./M;) = 2:(7/10)-(3/10) = 21/50 =
=0'42.

EJERCICIO 3_B

Parte 2

En una poblacion, una variable aleatoria sigue una ley normal con desviacién tipica 12.

a) (1 punto) Si en una muestra de tamafio 100, tomada al azar, se ha observado que la media es 40,
determine un intervalo, con el 95% de confianza, para la media de la poblacion.

b) (1 punto) Con un nivel de confianza del 90% se ha construido un intervalo para la media poblacional cuyo
limite inferior ha sido 36'71. ¢ Qué tamafio de muestra se ha tomado en este caso?

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, -=)
" Jn " Jn
e @2
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donde zi42 Y Zao = - Z1g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z;.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z, ,, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z, ,, ~% =2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
SN Z142:C 22, ,,-0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = € | | 5.8 |
-a

En una poblacién, una variable aleatoria sigue una ley normal con desviacion tipica 12.

a)

Si en una muestra de tamafo 100, tomada al azar, se ha observado que la media es 40, determine un
intervalo, con el 95% de confianza, para la media de la poblacion.

Datos del problema: o = 12, n =100, X =40, nivel de confianza = 95% = 095 = 1 - a, de donde o = 0’05,
es decir o/2 =0'05/2 = 0'025.

Dep(Z<2zy4p) =1-0a/2=1-0025=0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y que corresponde a z;.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:
_ o —_ o 12 12
I.C.(w) = (x—z aip =X+ 2, —j = [40 -1'96-——,40 + 1'96~—j = (37648, 42'352).
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ (_100 /—100
b)

Con un nivel de confianza del 90% se ha construido un intervalo para la media poblacional cuyo limite
inferior ha sido 36'71. ¢ Qué tamafio de muestra se ha tomado en este caso?

Datos del problema: ¢ =12, X =40, intervalo = (a,b) cona=36'71= X-z nivel de confianza =

O
1-al2 'ﬁ'
=90% =090 =1 - a, de donde o = 0'10, es decir o/2 =0'10/2 = 0'05.
Dep(Z=<z142)=1-a/2=1-005=0'95. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 095
no viene, las mas proximas son 09495 y 0’9505 que corresponden a 1'64 y 1'65, por tanto z; 4, €s la media
es decir 2,4, = (1'64 + 1'65)/2 = 1'645.

g - 40—1'645~£,tenemos n=

~al2 ﬁ \/ﬁ

minimo es n = 36.

De 3671= X-z, (M

2
= 36, tenemos que el tamafio
40 - 36'71
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