IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2001 (Modelo 1 Junio) Enunciado German-Jesus Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1_A
3x - 2y - 2z = 3
Sea el sistema: x -z = 1
2y - z =0
a) (0’5 puntos) Expréselo en forma matricial.

b) (0’5 puntos) ¢ La matriz de los coeficientes posee inversa? Justifique la respuesta.
¢) (2 puntos) Resuélvalo y clasifiquelo en cuanto al nimero de soluciones.

Solucion
3x - 2y - 2z = 3
Sea el sistema: -z o= 1
2y - z =0
a)
Expréselo en forma matricial.
3 -2 -2) (x 3
El sistema en forma matriciales |1 0 -1|-|y| = |1/, donde la matriz de los coeficientes del sistema
0 2 1) \z 0
3 -2 -2 3 2 -2 3
es A=|1 0 -1| y la matriz ampliada A'=|{1 0 -1 1|; y segun el teorema de Rouche, el
0 2 -1 0 2 10
sistema tiene solucién si y solo si rango(A) = rango(A*).
b
g}_a matriz de los coeficientes posee inversa? Justifique la respuesta.
3 -2 -2 3 -2 1|Adjuntos
Como |Al=[1 0 -1C,+C,=1 0 O0fsegunda =1-(-1)-(2 - 2) =0, A no tiene matriz inversa.
0o 2 -1 0 2 -1 fila
c)
Resuélvalo y clasifiquelo en cuanto al numero de soluciones.
3 -2 -2 3 -2 1|Adjuntos
En A, como [A|=|1 0 -1C, +C,=|1 0 O|segunda =1:(-1):(2-2) =0, rango(A) < 3.
0 2 -1 0 2 -1 fia

1
En A como

0
2‘ =2 =0, tenemos rango(A) = 2

3 2 -2 3 3 -2 3
EnA"={1 0 -1 1|,como |1 0 1| =0, por tener dos columnas iguales, rango(A*) = 2.
0 2 10 0 2 0

Como, rango(A) = rango(A*) = 2 < n° de incognitas, por el Teorema de Rouche el sistema es
compatible e indeterminado y tiene infinitas soluciones.

Como el rango es 2, tenemos 2 ecuaciones con 3 incognitas. Tomamos la segunda y la tercera, pues con
ellas hemos formado el menor de orden dos distinto de cero.

X -z=1
2y -z=0.Tomandoy = A € R, tenemos 2\ - z = 0, de donde z = 2. Entrando en la primera:
X -(20) =1 > x=1+2)
Solucién (x,y,z) = (1 + 21, A,2A) con A € R.
3x-2y-2z = 3| Cambio X -z=1
También se puede hacer por Gauss; x -z=0F por F, —» 3x-2y-2z=3;F,- F,(-3)
2y -z=0 2y -z=0
x -z=1 x -z=1
-2y+z=0 — -2y+z=0;,Tomandoy = A € R, tenemos 2 - z = 0, de donde z = 2).. Entrando
2y -z=0|F+F, 0=0
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en la primera: x -2M) =1 > x=1+2)
Solucién (x,y,z) = (1 + 2\, A,2L.) con A € R.
EJERCICIO 2_A

Las ganancias de una empresa, en millones de pesetas, se ajustan a la funcién f(x) = % donde x
X

representa los anos de vida de la empresa, cuando x = 0.
a) (2 puntos) Represente graficamente la funcién y = f(x), para x € (-o0,+0), indicando: dominio, corte con
los ejes, asintotas, crecimiento y decrecimiento.
b) (0’5 puntos) ¢ A partir de qué afio la empresa deja de tener pérdidas?
c) (0’5 puntos) A medida que transcurre el tiempo, ¢jestan limitados sus beneficios? En caso afirmativo,
scual es su limite?

Solucién

Las ganancias de una empresa, en millones de pesetas, se ajustan a la funcién f(x) = % donde x
X

representa los afnos de vida de la empresa, cuando x = 0.

a)

Represente graficamente la funcion y = f(x), para x e (-o,+w), indicando: dominio, corte con los ejes,
asintotas, crecimiento y decrecimiento.

Tenemos f(x) = % cuya grafica es una hipérbola y sabemos tiene una A.V. y una A.H.
X

Dominio = R - {2x+5=0} = R - {-5/2}.

Cortes con los ejes:

Para x = 0, f(0) =-100/5 = - 20. Punto (0,-20).

Para f(x) = 0, 50x — 100 = 0, de donde x = 100/50 = 2. Punto (2,0).
Asintotas:

El nimero que anula el denominador (2x+5 = 0) es x = -5/2, y como Iirsrll2 % = (-225)/0" =+ «, la
x—-5/2+ X

rectax =-5/2esunaA.V. def,.

Como lim 50x-100 _ lim (50x/2x) = lim (50/2) = 25, larecta y =25 esuna A.H. en t c.

X—>+00 2x+5 X—>+00

De lim (f(x)- AH.) = lim (M
La monotonia es el estudio de la primera derivad f'(x).
f(x) = 50x-100 L P(x) = 50(2x+5) - 2(5(3x-100) _ 450 :
2x+5 (2x+5) (2x+5)
De f(x) = 0, tenemos 450 = 0, lo cual es absurdo luego no tiene extremos relativos.

Como f(0) = 450/25 = 18 > 0, la funcioén f(x) es estrictamente creciente (/) en su dominio

- (5/2)) =0, tenemos que f esta por debajo de la A.H. y=25en + .

Teniendo en cuenta lo anterior, un esbozo de la grafica de f es:

50z — 100

104 G 2z +5
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b)
¢ A partir de qué ano la empresa deja de tener pérdidas?

La funcion esta definida para x > 0, y observando la grafica, vemos que empieza a estar por encima del eje
de abscisas OX en x = 2, es decir a partir del segundo aio la empresa deja de tener pérdidas.

c)

A medida que transcurre el tiempo, ¢ estan limitados sus beneficios? En caso afirmativo, ¢ cual es su limite?

Observando la grafica, vemos que los beneficios estan limitados porque f(x) no supera la A.H. y = 25, es
decir las ganancias estan limitadas a 25 millones de pesetas.

EJERCICIO 3_A
Parte |
Una caja contiene diez tornillos, de los que dos son defectuosos.
a) (1 punto) Si vamos extrayendo tornillos, uno tras otro, hasta localizar los dos defectuosos, ¢ cuél es la
probabilidad de necesitar exactamente tres extracciones para localizarlos?
b) (1 punto) Si extraemos solo dos tornillos, y el segundo ha resultado ser defectuoso, ¢cual es la
probabilidad de que el primero también lo haya sido?

Solucién
Una caja contiene diez tornillos, de los que dos son defectuosos.
a)
Si vamos extrayendo tornillos, uno tras otro, hasta localizar los dos defectuosos, ¢ cual es la probabilidad de
necesitar exactamente tres extracciones para localizarlos?
Llamemos D; y Dic, a los sucesos siguientes, “sacar tornillo defectuoso en la extraccién namero “i” ”
sacar tornillo defectuoso en la extraccidon numero “””, respectivamente.

y uno

Datos del problema p(D,) = 2/10; p(D,/D4) = 1/9; p(Ds/(D1nD3) ) = 0

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

6/8
193

p(localizar los tornillos defectuosos en tres extracciones) =

= p(D1)-p(D/D1)-p(D5"/(D11Dy) ) + p(D+)-p(D;°/D1)-p(D3/(D1D;°) ) + p(D+°)-p(D2/D+°)-p(Da/(D1°MDy) ) =
=(2/10)-(1/9)-(1) + (2/10)-(8/9)-(1/8) + (8/10)-(2/9)-(1/8) =1/15 = 0’0667.

b)

Si extraemos solo dos tornillos, y el segundo ha resultado ser defectuoso, ¢ cual es la probabilidad de que el
primero también lo haya sido?

Utilizamos el apartado (a) y parte del diagrama de arbol
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Utilizando la férmula de Bayes y el Teorema de la probabilidad Total

p(1° defectuoso sabiendo que la 2° ha sido defectuoso) = p(D+/D,) = % =
2
= p(D,)-p(D,/D;) = (2/10)-(1/9) =1/9 = 01111.

P(D,)-p(D,/D,) + p(D7)-p(D,/DY)  (2/10)-(1/9) + (8/10)-(2/9)

EJERCICIO 3_A
Parte Il
(2 puntos) Segun un estudio sociolégico, el gasto mensual de los jovenes esparioles durante los fines de
semana se distribuye segun una ley normal de media u = 25000 pts. y desviacion tipica ¢ = 3000 pts.
Tomamos, al azar, una muestra de 36 jovenes.
¢, Cual es la probabilidad de que esta muestra tenga un gasto medio comprendido entre 23800 pts. y 26200
pts?

Solucién
o

Jﬁ),y

Sabemos que para la media poblacional u, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(y,

generalmente escribimos X ~ N(u, %) o X — N(u , %)

Trabajamos en una normal N(0,1), para lo cual tenemos que tipificar la variable en la distribucién muestral
—Hu

o/n

Segun un estudio sociolégico, el gasto mensual de los jovenes espanoles durante los fines de semana se
distribuye segun una ley normal de media pu = 25000 pts. y desviacion tipica ¢ = 3000 pts. Tomamos, al
azar, una muestra de 36 jovenes.

¢, Cual es la probabilidad de que esta muestra tenga un gasto medio comprendido entre 23800 pts. y 26200
pts?

de medias, es decir Z =

Datos del problema: Distribucion de la poblacion — N(u;o) = N(25000; 3000); u = 25000; o = 3000; n = 36.

S 3000
La distribucién de las medias muestrales es X — N(u; 2y =N(25000 ; —— ) = N(25000;500).
(1 7 ) = N( 736 )=N( )
Me estan pidiendo la probabilidad “p(23800 < X< 26200)”
Luego p(23800 < X < 26200) = {tipificamos} = p(% <Z< %) =

=p(-24<Z<24)=p(Z<24)-p(Z<-24)=p(Z<24)~(1-p(Z<24))=2-pZ<24)-1=
= {Mirando en la tabla} = 2-:0'0918 — 1 = 0'9836.

OPCION B

EJERCICIO 1_B

(3 puntos) Cierta sala de espectaculos tiene una capacidad maxima de 1500 personas, entre adultos y
nifios; el numero de nifios asistentes no puede superar los 600. El precio de la entrada a una sesion de un
adulto es de 800 pts, mientras que la de un nifio es de un 40% menos. El nimero de adultos no puede
superar al doble del nUmero de nifios.

Cumpliendo las condiciones anteriores, ¢ cual es la cantidad maxima que se puede recaudar por la venta de
entradas? ; Cuantas de las entradas seran de nifios?
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Solucion
Cierta sala de espectaculos tiene una capacidad maxima de 1500 personas, entre adultos y nifos; el
numero de nifios asistentes no puede superar los 600. El precio de la entrada a una sesion de un adulto es
de 800 pts, mientras que la de un nifio es de un 40% menos. El numero de adultos no puede superar al
doble del numero de nifios.

Cumpliendo las condiciones anteriores, ¢ cual es la cantidad maxima que se puede recaudar por la venta de
entradas? ;Cuantas de las entradas seran de nifios?

“x” = Numero de adultos.

y” = Numero de nifios.

Funcion Objetivo F(x,y) = 800x + (800 — 40%de 800)y = 800x + (800 — 320)y = 800x + 480y. (la entrada a
una sesion de un adulto es de 800 pts, mientras que la de un nifio es de un 40% menos).

Restricciones:

De capacidad maxima de 1500 personas — x+y<1500
El nimero de ninos asistentes no puede superar los 600 — y<600.

El nimero de adultos no puede superar al doble del nimero de nifos. — x<2y.

Al espectaculo va algun adulto y algun nifio —- x20, y20.

Las desigualdades x +y<1500; y<600; x<2y; x=0; y =20, las transformamos en igualdades, y ya
sus graficas son rectas, x+y=1500; y=600; x=2y; x=0; y=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y’ y tenemos
y=-x+1500; y=600; y=x/2; x=0; y=0.
Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las

inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.
e y =—x+150(\c

y =600

400+

x=0

200+ y =x/2

y=0
0

0 200 400 600 800 1000

Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0,tenemos el punto de corte es A(0,0)

Dey=x/2 e y=-x+1500, tenemos x/2 = -x+1500 — x=-2x+3000 — 3x=3000 — x=1000 e

y = 500, luego el punto de corte es B(1000,500)

Dey=-x+1500 e y =600, tenemos -x+1500 =600 — 900 = x, luego el punto de corte es C(900,600).
Dey =600 y x =0, tenemos el punto de corte es D(0,600)

Vemos que el poligono tiene por vértices los puntos: A(0,0), B(1000,500), C(900,600) y D(0,600).
Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 800x + 480y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regién acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,0), B(1000,500), C(900,600) y D(0,600). En el caso de que

coincidan en dos vértices consecutivos la solucidn es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 800(0) + 480(0) = 0; F(1000,500) = 800(1000) + 480(500) = 1040000;
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F(900,600) = 800(900) + 480(600) = 1008000; F(0,600) = 800(0) + 480(600) = 288000.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en la regién es 1040000
(el valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice B(1000,500), es decir el maximo ingreso es de
1040000 pts. y se alcanza vendiendo 500 entradas para nifios.

EJERCICIO 2_B
ax®-2 si x<-2
Dada la funcion f(x) = |, si2<x<2 (@aeR).
X si x>2
) (1 punto) Calcule el valor de “a” para que f sea continua en x =-2.

a) (
b) (1 punto) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f cuando a = 2.
c) (1 punto) Dibuje la grafica de la funcién que se obtiene cuando a = 2.

Solucion
. N I _ [ax*-2 si x<-2
Se considera la siguiente funcién: f(x) = a S D<x<2 (a € R).
X si x>2

a)
Calcule el valor de “a@” para que f sea continuaen x =-2.

Sabemos que si una funcién es derivable es continua, pero si no es continua tampoco es derivable.
ax’- 2 es continua y derivable en R, en particular en x < -2.

a es continua y derivable en R, en particular en -2 < x < 2.

x es continua y derivable en R, en particular en x > 2.

Veamos la continuidad de f en x = -2.

f(x) es continuaenx=-2 si f(-2)= Iirﬁr;i f(x) = Iir:rg f(x).
f(-2) = Iirﬁr;i f(x) = Iir:r;i (ax2 -2)=4a-2;

Iir:rg f(x) = Iirg (a) =a , por tanto f(x) es continuaen x=-1,si4a- 2 = a, de donde a = 2/3.

b)
Estudie la continuidad y la derivabilidad de f cuando a = 2.
2x*-2 si x<-2 4x si x<-2
Para a = 2, tenemos f(x) = si2<x<2: fX)=Jo s 2<x<2;
X si x>2 1 six>2

Sabemos que si una funcién es derivable es continua, pero si no es continua tampoco es derivable.

2x?- 2 es continua y derivable en R, en particular en x < -2.
2 es continua y derivable en R, en particular en -2 < x < 2.
x es continua y derivable en R, en particular en x > 2.

Veamos la continuidad y derivabilidad de f en x = -2.

f(x) es continuaenx=-2 si f(-2)= XE@, f(x) = Xﬂrl f(x).

f(-2)= lim f(x)= lim (2x*-2)=8-2=6;

XEZH f(x) = xﬁrir;+ (2) = 2, como los resultados no son iguales f(x) no es continua en x =-2 y por tanto
tampoco es derivable en x = -2.

Veamos la continuidad y derivabilidad de f en x = 2.

f(x) es continuaenx=2 si f(2)= XILn; f(x) = len;+ f(x).

f(2)= lim ()= lim (2)=2;

Iinz1 f(x) = Iinz1 (x) = 2, como los resultados son iguales f(x) es continuaen x = 2.
X—2+ X—2+

2x%-2 si x<-2 4x si x<-2
f(x) =12 si2<x<2 ; f(X)=lo si2<x<2;
X si x>2 1 six>2
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f(x) es derivable en x = 2 si Iinzw fi(x)= Iinzw f {(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.
Iinzw fi(x) = Iinzw (0) =0; Iinzw fi(x)= Iinzw (1) = 1. Como los resultados coinciden, f(x) no es derivable en
X =2,
Recapitulando f es continua en R — {-2}, y derivable en R — {-2,2}.
c)
Dibuje la gréfica de la funcién que se obtiene cuando a = 2.
2x*-2 si x<-2
f(x)= <2 si -2<x<2 ;
X si x>2
La grafica de 2x%- 2 (x £ -2) es un trozo de parabola, con las ramas hacia arriba (U), pues el n® que
multiplica a x* es positivo, abscisa del vértice en (2x2 -2 ) =0 = 4x, de donde x = 0, luego vértice en
V(0,-2), que no esta en x < -2. Los puntos de corte son (0,-2) y (x1,0), que tampoco estan en (x < -2).

La grafica de 2 (-2 < x < -2) es un segmento paralelo al eje OX.
La grafica de x (x > 2) es una semirrecta, y con dos valores es suficiente para dibujarla, el (2*,2) y el

(4,4).
Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la grafica es:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

EJERCICIO 3_B

Parte |

Disponemos de tres dados, uno de los cuales esta trucado. La probabilidad de sacar 5 con el dado trucado

es 0°25, siendo los otros resultados equiprobables. Se elige un dado al azar y se realiza un lanzamiento con

él.

a) (1 punto) Determine la probabilidad de obtener un 2.

b) (1 punto) Dado que ha salido un 2, ; cual es la probabilidad de que hayamos elegido el dado trucado?
Solucion

Disponemos de tres dados, uno de los cuales esta trucado. La probabilidad de sacar 5 con el dado trucado

es 0’25, siendo los otros resultados equiprobables. Se elige un dado al azar y se realiza un lanzamiento con

él.

a)

Determine la probabilidad de obtener un 2.

"« ” oo«

Llamemos D4, Do, Dr, 2, 21 y 571, a los sucesos siguientes, “lanzar dado 17, “lanzar dado 2", “lanzar dado

trucada”, “salir 2 en dado normal”, “salir 2 en dado trucado” y “salir 5 en dado trucado”, respectivamente.
Datos del problema p (D,) = p(D,) = p(D1) = 1/3, p(2) = 1/6, p(57) = 0°’25.

En dado trucado p(17) + p(21) + p(37) + p(47) + p(57) + p(17) =1 =x+x+x+x+ 025+ x =1, de donde
5x+025=1->5x=1-025=075 > x=075/5=015.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).
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no 2

21

no 2

Aplicando el Teorema de la probabilidad Total
p(obtener un 2) = p(D+)-p(2/D1) + p(D2)-p(2/D2) + p(Dr)-p(2+/Dr) =
= (1/3)-(1/6) + (1/3)-(1/6) + (1/3)-(0’15) = 29/180 = 0’01611.
b)
Dado que ha salido un 2, jcual es la probabilidad de que hayamos elegido el dado trucado?

Aplicando la Férmula de Bayes

p(D./2) = PP 02) _ PO:)P2:/Dr) _ (13)-(015) _ g5 . 34034,
P(2) P(2) (29/180)

EJERCICIO 3_B

Parte |

Sabiendo que la varianza de una ley normal es o” = 16, determine el nivel de confianza con el que puede
decirse que su media p esta comprendida entre 6’2 y 8’8, si se toma una muestra aleatoria de tamano 36
de esa ley normal, cuya media muestral es 7’5.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,% ),y
n
e < o < o
generalmente escribimos X *N(u, —) o X — N(u, —=)
n n
o2 o2 S

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:

1.C. (p) = (i -z, ~%,Y +Z, ., %j = (a,b)

donde ziq0 Y Za2 = - Z1.g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z142) =1 - a/2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimaciéones E = z,_ ,, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervalo esb—a =2z, % = 2, de donde E = (b — a)/2,
n

2 2
~ . Z, .G 2z, .G
por tanto el tamario minimo de la muestra es n = | ~i=2 = To/2 .
E b-a
Sabiendo que la varianza de una ley normal es o” = 16, determine el nivel de confianza con el que puede
decirse que su media p esta comprendida entre 6’2 y 8’8, si se toma una muestra aleatoria de tamano 36
de esa ley normal, cuya media muestral es 7°5.

Datos del problema: Intervalo = (a,b) = (6’2, 8’8), o°=16,6=4, n=36, x = 7'5.
. . o 4 .
De la amplitud del intervaloesb-a=2-z, ,-—, tenemos que (88 -6'2)=2-z, ,,-——, es decir
p 1-al2 \/ﬁ q ( ) 1-al2 \/%
2442 = (15’6) /8 = 1’95 y mirando en las tablas vemos que p(Z < 1°95) = 1 - /2 = 0’9744, por lo tanto
tenemos que a =(1-09744)-2 = 0’0512, luego el nivel de confianza pedidoes =1-a=1-0°0512 =
= 0’9488 = 94’88%.
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