IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2001 (Modelo 2) Solucién German-Jesus Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1_A
(3 puntos) Se quiere organizar un puente aéreo entre dos ciudades, con plazas suficientes de pasaje y
carga, para transportar 1600 personas y 96 toneladas de equipaje. Los aviones disponibles son de dos
tipos: 11 del tipo A y 8 del tipo B. La contratacion de un avion del tipo A cuesta 4 millones de pts y puede
transportar 200 personas y 6 toneladas de equipaje; la contratacion de uno del tipo B cuesta 1 millon de pts
y puede transportar 100 personas y 15 toneladas de equipaje.
¢, Cuantos aviones de cada tipo deben utilizarse para que el coste sea minimo?

Solucion

Se quiere organizar un puente aéreo entre dos ciudades, con plazas suficientes de pasaje y carga, para
transportar 1600 personas y 96 toneladas de equipaje. Los aviones disponibles son de dos tipos: 11 del tipo
Ay 8 del tipo B. La contratacion de un avion del tipo A cuesta 4 millones de pts y puede transportar 200
personas y 6 toneladas de equipaje; la contratacion de uno del tipo B cuesta 1 millén de pts y puede
transportar 100 personas y 15 toneladas de equipaje.
¢,Cuantos aviones de cada tipo deben utilizarse para que el coste sea minimo?

“x” = Namero de aviones del tipo A.
“y” = Numero de aviones del tipo B.

Funcién Objetivo F(x,y) = 4x + 1y. (Un avion del tipo A cuesta 4 millones, un avién del tipo B cuesta 1
millén).

Restricciones:
Total 1600 personas Yy total equipaje 96 toneladas.

Avién tipo A puede transportar 200 personas, tipo B 100 personas — 200x + 100y = 1600
Avién tipo A puede transportar 6 toneladas, tipo B 15 toneladas — 6x+ 15y =96
Aviones disponibles 11 del tipo Ay 8 del tipo B — x<11, y<8
Se contrata algun avion — x20, y20.

Las desigualdades 200x + 100y = 1600; 6x + 15y =296; x<11, y<8; x=0; y 20, las transformamos en
igualdades simplificandolas, y ya sus gréficas son rectas, 2x +y =16; 2x + 5y = 32; x =11, y = 8; x =0; y =0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=-2x+16;y =-2x/5 + 32/5; x =11,y =8; x = 0; y =0.
Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las
inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las
inecuaciones dadas. N
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Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dey=-2x+16 e y=-2x/5+32/5, tenemos -2x+16 = -2x/5+32/5 — -10x+80 =-2x+32 — 48 = 8, luego
X=6 e y=4,yelpunto de corte es A(6,4)
Dey=-2x/5+32/5 y x=11,tenemos y = 2, luego el punto de corte es B(11,2)
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Dex=11 e y=8,tenemos el punto de corte es C(11,8).
Dey=-2x+16 e y=8,tenemos -2x+16 =8, luego x =4y el punto de corte es D(4,8)

Vemos que el poligono tiene por vértices los puntos: A(6,4), B(11,2), C(11,8) y D(4,8).
Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 4x + 1y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto convexo, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(6,4), B(11,2), C(11,8) y D(4,8). En el caso de que coincidan en
dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(6,4) = 4(6) + 1(4) =28; F(11,2) = 4(11) + 1(2) = 46;
F(11,8) = 4(11) + 1(8) =52; F(4,8) = 4(4) + 1(8) = 24.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el minimo absoluto de la funcidon F en laregion es 24 (el
valor menor en los vértices) y se alcanza en el vértice D(4,8), es decir el coste minimo ingreso es de 24
millones de pts. y se alcanza vendiendo contratando 4 aviones del tipo Ay 8 aviones del tipo B.

EJERCICIO 2_A

X2+ X si x<0

Sea la funcion f(x) = { , ] .
X- X si x>0
a) (1 punto) Represéntela graficamente.
b) (0’5 puntos) Estudie su continuidad.
¢) (1 punto) Obtenga, si existe, la derivada de f enx=1/2, x=-1/2 yx =0.
d) (0’5 puntos) Indique si posee maximos y minimos relativos y en qué puntos.
Solucion

X2+ X si x<0

2

Sea la funcién f(x) = ] .
X°- X si x>0

a)
Represéntela graficamente.

La gréafica de X2 + X (x < 0) es un trozo de parabola, con las ramas hacia arriba (U), pues el n® que
multiplica a x* es positivo, abscisa del vértice en (x°+ x)’ = 0 = 2x + 1, de donde x = -1/2, luego vértice
en V(-1/2,-1/4). Los puntos de corte son (0,0) que no esta en el dominio y x* + x = 0 = x(x + 1), de
donde x=0 y x =-1, y el punto es (-1,0).

La gréafica de X2 - X (x = 0) es un trozo de parabola, con las ramas hacia arriba (U), pues el n° que
multiplica a x* es positivo, abscisa del vértice en (sz -X)'=0=2x -1, de donde x = 1/2, luego vértice en
V(1/2,-1/4). Los puntos de corte son (0,0), yde x“-x=0=x(x-1),dedondex=0 y x=-1,y el punto
es (1,0).

Teniendo en cuenta la anterior un esbozo de la grafica es:

b)
Estudie su continuidad.

Observando la grafica se ve que f es continua en R.
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X2+ X si x<0
f(X)={ ) .
X“- X si x>0

x° + X es continua y derivable en R, en particular en x < 0.
x? - x es continua y derivable en R, en particular en x > 0.

Veamos la continuidad en x = 0.
f(x) escontinuaenx=0 si f(0)= Iirpﬁf(x) = Iin01 f(x).

lim f(x) = lim (xX*+x)=0+0=0;
f(0) = Iirp f(x) = Iirp (x2 -X) =0-0 =0, por tanto f(x) es continua en x = 0, es decir es continua en R.

c)

Obtenga, si existe, la derivadade f enx=1/2,x=-1/2yx =0.

X%+ X si x<0 2x+1 si x<0 2 si x<0
fx)=1", ; P = . ; P10 = .
2x-1 si x>0 2 si x>0

X“- X si x>0
Veamos la derivada en x = 0.
f(x) es derivable enx =0 sif(0+) =f(0-), es decir Iin(;l f(x) = IirE\ f'(x). (Estamos viendo la continuidad de

la derivada)
Iirg f(x) = Iirg 2x+1)=0+1=1,;

Iiry f(x) = Iin01 (2x-1)=0-1=-1, como f(0-) = 1 # f(0+) = -1, f(X) no es derivable en x =0, es decir es

derivable en R — {0}.

La derivada en x = 1/2 es f'(1/2) = 2(1/2) — 1 = 0, lo cual ya lo sabiamos pues en x = 1/2 teniamos el vértice
de la rama de la derecha.

La derivada en x = -1/2 es f'(-1/2) = 2(-1/2) + 1 = 0, lo cual ya lo sabiamos pues en x = -1/2 teniamos el
vértice de la rama de la izquierda.

d)

Indique si posee maximos y minimos relativos y en qué puntos.

Los vértices de cada rama son los minimos relativos y absolutos, pues f(-1/2)
segunda derivada es positiva, es decir f’(-1/2) = f*(1/2) =2 > 0.

Es decir los minimos estan en los puntos (-1/2,-1/4) y (1/2,-1/4).

Observando la grafica vemos que en x = 0 hay un maximo relativo (no es derivable) y vale f(0) =0

f(1/2) = 0, y la

EJERCICIO 3_A
Parte |
En una ciudad el 60% de sus habitantes son aficionados al fatbol, el 30% son aficionados al baloncesto y el
25% a ambos deportes.
a) (0’5 puntos) ¢ Son independientes los sucesos “ser aficionado al fatbol” y “ser aficionado al baloncesto”?.
b) (0’75 puntos) Si una persona no es aficionada al fatbol, ¢cudl es la probabilidad de que no sea aficionada
al baloncesto?
¢) (0'75 puntos) Si una persona no es aficionada al baloncesto, ¢cual es la probabilidad de que sea
aficionada al futbol?

Solucién
En una ciudad el 60% de sus habitantes son aficionados al ftbol, el 30% son aficionados al baloncesto y el
25% a ambos deportes.
a)
¢, Son independientes los sucesos “ser aficionado al fatbol” y “ser aficionado al baloncesto”?.

Llamamos A y B a los sucesos “aficionados al fatbol” y “aficionados al baloncesto”.
Del problema tenemos: p(A) = 60% = 0’6, p(B) = 30% = 0’3, p(ambos) = p(AnB) = 25% = 0’25
ANB
Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) :%; p(B)=1- p(BC); Ay B son
p
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); p(A®) = 1 — p(A)
p(A°~B®) = {Ley de Morgan} = p(AUB)® = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(ANB) = p(A) - p(ANB).

Me piden ¢son independientes Ay B?.
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Como p(AnB) =025 # p(A)-p(B) =0'6-:0'3 =0'18, Ay B no son independientes.

b)
Si una persona no es aficionada al fatbol, ¢ cudl es la probabilidad de que no sea aficionada al baloncesto?
_ ¢ o P(BCNAC)
Me piden p(B~ /A™) = ————"—
P(A™)

Tenemos p(AuUB) = p(A) + p(B) - p(AnB) =0'6 + 0’3 - 0'25 = 0’65
Tenemos p(A®) =1-p(A)=1-06 =04
Tenemos p(B°NA®) = {Ley de Morgan} = p(BUA)® = {suceso contrario} = 1 - p(BUA) = 1 — 0’65 = 0'35.

¢ o P(BSNA°)
Luego p(B~ /A") = —————— =0'35/0'4 =7/8 = 0'875.
P(A™)
c)
Si una persona no es aficionada al baloncesto, ¢ cual es la probabilidad de que sea aficionada al fatbol?
p(A°NB°)

f C Cy _
Me piden p(A~ /B™) o)
Sabemos que p(AuB) = 0'65
Tenemos p(BY)=1-p(B)=1-03=07.
Sabemos que p(B°nA®) = {Ley de Morgan} = p(BUA)® = {suceso contrario} = 1 - p(BUA) = 1 — 0'65 = 0'35.

A® nB®
Luego p(A® /B®) = % =0'35/0'7 = 1/2 = 0'5.
p

EJERCICIO 3_A
Parte I
(2 puntos) El periodo de funcionamiento de las bombillas de una determinada marca sigue una distribucion
normal de media 360 dias y desviacion tipica 40 dias.
Queremos elegir una muestra de bombillas de esa marca cuyo periodo medio de funcionamiento sea
superior a 330 dias, con probabilidad 0'97.
Calcule el tamafio minimo de la muestra.
Solucién

Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -Z)
" n " n
Trabajamos en una normal N(0,1), para lo cual tenemos que tipificar la variable en la distribucion muestral
X—u

6/\/ﬁ

El periodo de funcionamiento de las bombillas de una determinada marca sigue una distribucion normal de
media 360 dias y desviacion tipica 40 dias.

Queremos elegir una muestra de bombillas de esa marca cuyo periodo medio de funcionamiento sea
superior a 330 dias, con probabilidad 0'97.

Calcule el tamafio minimo de la muestra.

de medias, es decir Z =

Datos del problema: Distribucién de la poblacion — N(u;o) = N(360; 40); n = 360; o = 40.

La distribucién de las medias muestrales es X — N(u; i) =N(360; ﬂ) = N(25000;500).
Jn Jn
Me dicen que “la probabilidad” p( X = 330) = 0'97.

330 - 360

40/\n

=p(Z< 0'75-+/n). Luego p(Z < 0'75-+/n) = 0'97.
Mirando en la tabla N(0,1) p(Z < 0'75- «/ﬁ) =097, vemos que la probabilidad 0’97 no viene en la tabla, y
gue la probabilidad méas préxima es 0'9699, que corresponde a un valor 1'88. Igualando tenemos:

1'88 = 0'75- +/n, de donde n 2 (1'88/0°'75)* = 6’28, luego el tamafio minimo es n = 7.

De p(X2330) =097 = {tipificamos} = p(Z = )=p(Z=-075: \/ﬁ) = {por simetria} =
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OPCION B

EJERCICIO 1_B
a) (2 puntos) Determine dos nimeros sabiendo que al dividir el mayor por el menor obtenemos 7 de
cociente y 2 de resto, y que la diferencia entre el triple del mayor y el menor es 106.
b) (1 punto) Resuelva el siguiente sistema e interprete graficamente sus soluciones:

2x—-y=5

4x—2)=1+2(y+1).

Solucion
a)
Determine dos nimeros sabiendo que al dividir el mayor por el menor obtenemos 7 de cociente y 2 de resto,
y que la diferencia entre el triple del mayor y el menor es 106.

Sean a y b los nUmeros y supongamos que a > b.
Tenemos a = 7b + 2 (sabemos que dividendo (a) es igual a divisor (b) por cociente (7) mas el resto (2) )
Por otro lado 3a — b = 106 (el triple del mayor y el menor es 106).
Resolviendo las dos ecuaciones tenemos
3(7b+2) —b =106 —» 20b +6 =106, de dondeb =5y a=7(5) +2=37.
b)
Resuelva el siguiente sistema e interprete graficamente sus soluciones:
2x—-y=5
4(x—-2)=1+2(y +1).

Tenemos y=2x-5,conlocual 4x—-2)=1+2((2x-5)+1) — 4x-8=4x-7 — O0x=1,locuales
absurdo es decir tenemos dos rectas paralelas y distintas.

Si operamos en la segunda ecuacioén nos queda y = 2x — 5/2, con lo cual vemos que ambas recta tienen la
misma pendiente, el 2 (son paralelas) y la ordenada en el origen es distinta, -5 y -5/2 ( paralelas y distintas).

EJERCICIO 2_B
El estudio de la rentabilidad de una empresa revela que una inversion de x millones de pesetas produce una

2
Xy 8 8 si 0<x<5
ganancia de f(x) millones de pts, siendo: f(x) = 50 525 5
— si x>5
2X

a) (1 punto) Represente la funcién f(x).

b) (0’75 puntos) Halle la inversién que produce maxima ganancia.

c) (0’75 puntos) Halle el valor de la inversion que produce ganancia nula.

d) (0’5 puntos) Razone lo que ocurre con la rentabilidad si la inversién se incrementa indefinidamente.

Solucién
El estudio de la rentabilidad de una empresa revela que una inversion de x millones de pesetas produce una
2
L & 8 si 0<x<5
ganancia de f(x) millones de pts, siendo: f(x) = 50 :5 5
— si x>5
2X

a)
Represente la funcién f(x).

La gréafica de x°/50 + 8x/25 — 8/5 (0 < x < 5) es un trozo de parabola, con las ramas hacia arriba (U),

pues el n° que multiplica a x° es positivo, abscisa del vértice en (x2/50 + 8x/25 — 8/5)’ = 0 = x/25 + 8/25,

de donde x = -8, luego vértice esta en V(-8,-72/25), que no estd en 0 < x < 5. Los puntos de corte son
_ -16++/256+320 _ -16+24

(0,-8/5), y de f(x) = 0 — x°/50 + 8x/25 —8/5=0 — x°+ 16x—80=0 — X ,
2 2

es decir x =-20 y x =4, puntos (-20,0) no esta en su dominio y (4,0).

La grafica de 5/(2x) ( x > 5) es un trozo de hipérbola.

Sabemos que las hipérbolas tienen una asintota horizontal (A.H) y una asintota vertical (A.V), no tiene
extremos y siempre es creciente o decreciente.

5/(2x) es continua y derivable en R — {0}, en particular en x > 5.

Cortes con los ejes:
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Para x = 0, no esta definida, y es la A.V..
Para f(x) =0, 5 =0, lo cual es absurdo y no corta a los ejes.

Asintotas:
El nimero que anula el denominador (x =0) es x =0, y como Iino"n (5/2x) = (-5)/0" = + oo, la recta x = 0 es una

AV. def,.
Como lim (5/2x) =0, larecta y=0 esuna A.H. en + .

X—>+0

De lim (f(x) - A.H.) = lim ( (5/2x) — 0) = 0", tenemos que f esta por encima de la A.H.y =0 en + .

La monotonia es el estudio de la primera derivad f'(x).

f(x) = (5/2x); F(X) = (-5/2x%)

De f(x) = 0, tenemos -5 = 0, lo cual es absurdo luego no tiene extremos relativos.

Como f'(10) = -5/200 < 0, la funcion f(x) es estrictamente decreciente (\.) en su dominio

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la grafica es:

24

-2

b)
Halle la inversién que produce maxima ganancia.

Si observamos el grafico el méximo se encuentra en el punto de division de las funciones es decir en x = 5,
y en dicho valor tenemos f(5) = (5)%/50 + 8(5)/25 — 8/5 = 1/2 = 0’5, luego la méaxima inversién es de
cinco millones de pesetas, lo cual produce una ganancia de medio millén de pesetas.

c)

Halle el valor de la inversién que produce ganancia nula.

Observando la grafica vemos que la ganancia nula se obtiene en el corte con el eje de abscisas OX, es
decir para x = 4, es decir con unainversion de cuatro millones de pesetas.

d)

Razone lo que ocurre con la rentabilidad si la inversién se incrementa indefinidamente.

Como la gréfica tiene una asintota horizontal y = 0 cuando x — oo, luego cuando la inversién se
incrementa indefinidamente la ganancia es nula.

EJERCICIO 3_B

Parte |

Tenemos un cofre A con 2 monedas de oro y 3 de plata, un cofre B con 5 monedas de oro y 4 de plata y un

tercer cofre C con 2 monedas de oro. Elegimos un cofre al azar y sacamos una moneda.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que sea de oro.

b) (1 punto) Sabiendo que ha sido de plata, calcule la probabilidad de que haya sido extraida del cofre A.
Solucién

Tenemos un cofre A con 2 monedas de oro y 3 de plata, un cofre B con 5 monedas de oro y 4 de plata y un

tercer cofre C con 2 monedas de oro. Elegimos un cofre al azar y sacamos una moneda.

a)

Calcule la probabilidad de que sea de oro.

Llamemos O, P, A, By C, a los sucesos siguientes, “sacar una moneda de oro”, “sacar una moneda de
plata”, “cofre A”, “cofre B" y “cofre C”, respectivamente.

Datos del problema p(A)=p(B)=p(C) = 1/3, p(O/A) = 2/5, p(P/A) = 3/5, p(O/B) = 5/9, p(P/B) = 4/9, p(O/C) =1.
Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
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suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

5/9 o
138 419

Aplicando el Teorema de la probabilidad Total
p(obtener moneda de oro) = p(O) = p(A)-p(O/A) + p(B)-p(0O/B) + p(C)-p(0O/C) =
= (1/3)-(2/5) + (1/3)-(5/9) + (1/3)-(1) = 88/135 = 0'6519.
b)
Sabiendo que ha sido de plata, calcule la probabilidad de que haya sido extraida del cofre A.

Aplicando la Férmula de Bayes
P(ANP) _ p(A)-p(P/A) _ (1/3)-(3/5) _

p(A/P) = 27/47 = 0'5745.
p(P) 1-p(0) 1 - (88/135)

EJERCICIO 3_B

Parte |l

En los individuos de una poblacién, la cantidad de colesterol en sangre se distribuye segin una ley normal
de media desconocida y desviacion tipica de 0’5 g/l. Hemos tomado una muestra de 10 individuos, y se ha
obtenido una media muestral de 1'7 g/I.

a) (1 punto) Obtenga un intervalo de confianza, al 95%, para la cantidad media de colesterol en sangre de la
poblacion.

b) (1 punto) ¢ Qué nivel de confianza tendria un intervalo para la media cuyos limites fuesen 1'2930 y 2'107?

Solucién
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
Jn Jn
.
T 2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:

1.C. () = (i— zZ ., .%,i +z, ., %j = (a,b)

donde zi42 Y Zao = - Z12 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z;.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibonesE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z, ,, -% =2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Zy412-C 22, ,,-0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ p.a |
-a

En los individuos de una poblacién, la cantidad de colesterol en sangre se distribuye segin una ley normal
de media desconocida y desviacion tipica de 0’5 g/l. Hemos tomado una muestra de 10 individuos, y se ha
obtenido una media muestral de 1'7 g/I.
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a)
Obtenga un intervalo de confianza, al 95%, para la cantidad media de colesterol en sangre de la poblacién.

Datos del problema: o = 0'5; n = 10, X =1'7, nivel de confianza = 95% =095 =1 - ¢, de donde a = 0’05, es
decir a/2 =0'05/2 = 0'025.

Dep(Z<2zy4p) =1-0/2=1-0025=0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y que corresponde a z,.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

1.C.(n) = (i—zla,z ~%,?+2H/2 %) = (1'7 - 1'96.%,1'7 + 1'96~%j = (1’3901, 2'0099).

b)
¢, Qué nivel de confianza tendria un intervalo para la media cuyos limites fuesen 1’2930 y 2’1077

Datos del problema: Intervalo = (a,b) = (1’2930, 2'107), c = 0’5, n = 10, x =17.

De la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_, 2 tenemos que (2'107-1'2930)=2-z, ,, E
n V10
Z1.q2 = (0'814- Jl_O) /1= 2’5741 y mirando en las tablas vemos que p(Z < 2'57) =1 - a/2 = 0’9949, por lo

tanto tenemos que o = (1 —0'9949)-2 = 0’0102, luego el nivel de confianza pedidoes =1-a =
=1-0'0102 = 0’9898 = 98'98%.

es decir
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