IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2001 (Modelo 3) Solucién German-Jesus Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1_A
a) (1 punto) Un establecimiento pone a la venta tres tipos de camisas A, B y C. Se sabe que la razén entre
los precios de las camisas C y B es 19/18 y entre los de B y A es 6/5. Al comprar tres camisas, una de cada
clase, se pagan 13000 pts. Plantee el sistema de ecuaciones que permita conocer el precio de cada camisa.

100 01
b) (2 puntos) SiendoA=|2 1 0|y B= |1 0|, razone si posee solucién la ecuacion matricial A-X =B
101 11

y, en caso afirmativo, resuélvala.

Solucion
a)
Un establecimiento pone a la venta tres tipos de camisas A, B y C. Se sabe que la razén entre los precios
de las camisas C y B es 19/18 y entre los de B y A es 6/5. Al comprar tres camisas, una de cada clase, se
pagan 13000 pts. Plantee el sistema de ecuaciones que permita conocer el precio de cada camisa.

X = Precio de camisas del tipo A.
y = Precio de camisas del tipo B.
z = Precio de camisas del tipo C.

De “la razon entre los precios de las camisas Cy B es 19/18" — z/ly=19/18 — 18z = 19y.
De “la razon entre los precios de las camisas By A es 6/5” — ylx=6/5 — 5y = 6x.
De “Al comprar tres camisas 13000 pts” — X +y+z=13000.
18z = 19y
El sistema pedido es: Sy = 16X
x+y+z = 13000

b)

100 01
SiendoA=(2 1 0|y B= |1 0], razone si posee solucién la ecuacion matricial A-X = By, en caso

101 11

afirmativo, resuélvala.

La matriz A es una matriz triangular, por tanto du determinante det(A) = |A| es el producto de los elementos
de la diagonal principal, luego |A| = 1 = 0, luego tiene matriz inversa A" de formula A™ = 1/(|A])-Adj(A"), y el
sistema AX = B tiene solucion.

Multiplicando la expresién A-X = B, por la izquierda por A'tenemos A1A-X =A"B, I,-X = A.B, por tanto
X=A"B.

121 100
Calculamos A™ = 1/(JA])-Adj(A).; JA|=1;A'= |0 1 0|, Adj(A)=|-2 1 0|, portanto
001 10 1
100 100 1 0 0)(0 1 0 1
At=(/1)-|-2 1 0|=|-2 1 0], luego la matrizpedidaesX=A"B =|-2 1 0|-|1 0| =|1 -2
101 101 10 1) (11 10

EJERCICIO 2_A
Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba de modo que la altura “h” (en metros) a la que se encuentra en
cada instante “t” (en segundos) viene dada por la expresién: h(t) = -5t° + 40t
a) (0’75 puntos) ¢ En qué instante alcanza la altura maxima? ¢ Cual es esa altura?
b) (1 punto) Represente graficamente la funcion h(t).
¢) (0'75 puntos) ¢ En qué momento de su caida se encuentra el objeto a 60 metros de altura?
d) (0’5 puntos) ¢ En qué instante llega al suelo?
Solucion
Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba de modo que la altura “h” (en metros) a la que se encuentra en
cada instante “t” (en segundos) viene dada por la expresién: h(t) = -5t° + 40t
a)
¢En qué instante alcanza la altura maxima? ¢ Cual es esa altura?
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La gréfica de la funcion h(t) = -5t> + 40t es un parabola (n) con las ramas hacia abajo, pues el n® que
multiplica a t* es negativo, por tanto el maximo esta en el vértice, y la abscisa es la solucién de h'(t) = 0
h(t) = -5t° + 40t; h'(t) = -10t + 40

De h’(t)= 0 tenemos -10t + 40 = 0, luegot =4 y h(4) = -5(4)2 + 40(4) = 80, el vértice es V(4,80), es decir la
altura méaxima esde 80 metros y se alcanza en el instante t = 4 segundos.

b)

Represente graficamente la funcién h(t).

La grafica de -5t° + 40t es un parabola (n) con las ramas hacia abajo, pues el n® que multiplica a t* es
negativo, hemos visto que el vértice V era V(4,80).

Puntos de corte.

Parat = 0, h(0) = -5(0) + 40(0) = 0, punto (0,0).

Para h(t) =0 = -5t* + 40t = t(-5t+40) = 0, de donde t=0 y t =8, y los puntos son (0,0) y (8,0).

Teniendo en cuenta la anterior un esbozo de la grafica de h(t) es:
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c)
¢En qué momento de su caida se encuentra el objeto a 60 metros de altura?

Tenemos que resolver la ecuacion -5t° + 40t = 60 —» 5t°- 40t +60 =0 — t*- 8t + 12 =0, de donde
t=2 y t=6, es decir el objeto se encuentra a 60 metros a los 2 segundos y a los 6 segundos.

d)

¢En qué instante llega al suelo?

Al calcular los puntos de corte, es decir -5t + 40t = 0, hemos visto que t =0 y t = 8, luego llega al suelo a
los 8 segundos.

EJERCICIO 3_A
Parte |
Sean Ay B dos sucesos tales que p(A) =1/2, p(B) =1/3 y p(AnB) = 1/4. Calcule:
a) (0’5 puntos) p(A/B) y p(B/A).
b) (075 puntos) p(AuUB).
c) (0'75 puntos) p(A°~B). (A indica el contrario del suceso A).
Solucion
Sean Ay B dos sucesos tales que p(A) = 1/2, p(B) =1/3 y p(AnB) = 1/4. Calcule:
a)
P(A/B) y p(B/A).

Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) =%; p(B) =1 - p(B); p(A%) = 1 - p(A)
p(A°~B®) = {Ley de Morgan} = p(AUB)® = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(AnB) = p(A) - p(ANB).

) p(ANB) , p(ANB) ,
Me piden p(A/B) =~———L = (1/4)I(1/3) =3/4=0'75, y p(BIA) =~———L = (1/4)I(1/2) = 2/4=0'5.
p(B) P(A)

b)
p(AUB).

Me piden p(AuUB) = p(A) + p(B) - p(AnB) = 1/2 + 1/3 - 1/4 = 7/12.
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c)
p(A°~B). (A® indica el contrario del suceso A).

Me dicen p(A°nB) = p(BNA®) = p(B) - p(AnB) = 1/3 — 1/4 = 1/12..

EJERCICIO 3_A

Parte I

Una agencia de alquiler de automoviles necesita estimar el nimero medio de kilbmetros diarios que realiza
su flota de automdviles. Se sabe que el nimero de kilbmetros por dia sigue una distribucién normal con
desviacion tipica de 6 Km/dia. Se toman los recorridos de 100 vehiculos de la flota, obteniéndose que la
media muestral es de 165 Km/dia.

a) (1 punto) Construya un intervalo de confianza para la media de dicha distribucién a un nivel de confianza
del 95%.

b) (1 punto) ¢, Cual deberia ser el tamafio de la muestra para asegurar al nivel de confianza del 90% que el
error cometido es a lo sumo 0'1?

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
Jn Jn
g
T 2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C. () = (x—zla,2 ~ﬁ,x +Zy ﬁj =(a,b)

donde zi42 Y Zao = - Z1q2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibon esE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% = 2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Zy412-C 22,0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ p.a |
-a

Una agencia de alquiler de automoéviles necesita estimar el nimero medio de kilbmetros diarios que realiza
su flota de automoéviles. Se sabe que el numero de kilémetros por dia sigue una distribucién normal con
desviacion tipica de 6 Km/dia. Se toman los recorridos de 100 vehiculos de la flota, obteniéndose que la
media muestral es de 165 Km/dia.

a)

Construya un intervalo de confianza para la media de dicha distribucién a un nivel de confianza del 95%.

Datos del problema: o =6, n =100, X = 165, nivel de confianza = 95% = 0’95 = 1 - a, de donde o = 0’05,
es decir o/2 =0'05/2 = 0’025.

Dep(Z<2zy4p) =1-0a/2=1-0025=0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y que corresponde a z,.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

1.C.(u) = (i— Zy o -%,m 2y s %j = (165 -1'96 -%,1165 - 1'96-%) = (163'824, 166'176).

b)
¢, Cudal deberia ser el tamafio de la muestra para asegurar al nivel de confianza del 90% que el error
cometido es a lo sumo 0'1?
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Datos del problema: ¢ = 6, error = E <01, nivel de confianza =90% =090 = 1 - o, de donde o = 0'1, es
decir a/2=0'1/2 = 0'05.

Dep(Z<2z14p) =1-0/2=1-005=095. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 0'95
no viene, y una de las mas proximas es 0’9495 que corresponde a z;.q» = 1'64.

2 , 2
Den > (Zl";z’z'cj :(13416) = 9682'56, tenemos que el tamafio minimo es n = 9683.

OPCION B

EJERCICIO 1_B
a) (1 punto) Represente graficamente el recinto definido por el siguiente sistema de inecuaciones:

2x+y < 18
2x+3y < 26
X+y < 16
x>0 ; y=0

b) (1 punto) Calcule los vértices de ese recinto.
c¢) (1 punto) Obtenga en dicho recinto el valor maximo y el minimo de la funcion F(x,y) = 5x + 3y. Diga en
qué puntos se alcanzan.
Solucién

a) b)yc)
Represente graficamente el recinto definido por el siguiente sistema de inecuaciones:

2x+y<18; 2x+3y<26; x+y<16, x=0, y=0.
Calcule los vértices de ese recinto. Obtenga en dicho recinto el valor maximo y el minimo de la funcién
F(x,y) = 5x + 3y. Diga en qué puntos se alcanzan.

Funcién Objetivo F(x,y) = 5x + 3y.

Las desigualdades 2x +y<18; 2x +3y<26; x+y<16, x=0, y=0, las transformamos en igualdades, y
ya sus gréficas sonrectas, 2x+y=18; 2x+3y=26; x+y=16, x=0, y=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=-2x+18; y=-2x/3+26/3; y=-x+16, x=0, y=0.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las

inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.

10+
y=-2x/3+26/3

A y=0

0o 2 4 6 B\ 10
Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0,tenemos el punto de corte es A(0,0)

Dey=0 e y=-2x+18,tenemos 0 =-2x+18, luego x =9y el punto de corte es B(9,0)

Dey=-2x/3+26/3 e y=-2x+18, tenemos -2x/3+26/3 = -2x+18 — -2x+26 = -6x+54 — 4x =28, luego
X=7 e y=-2(7)+18 =4, luego el punto de corte es C(7,4)

Dex=0 e y=-2x/3+26/3, tenemos y = 26/3, y el punto de corte es D(0,26/3)

Vemos que el poligono convexo cerrado tiene por vértices los puntos: A(0,0), B(9,0), C(7,4) y D(0,26/3).
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Calculemos el maximo y el minimo de la funcion F(x,y) = 5x + 3y en dicha regién convexa.

El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regién acotada convexa, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,0), B(9,0), C(7,4) y D(0,26/3). En el caso de que coincidan en
dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 5(0) +3(0) =0; F(9,0) = 5(9) +3(0) =45;
F(7,4) = 5(7) + 3(4) =47; F(0,26/3) = 5(0) + 3(26/3) = 26.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en laregién es 47 (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(7,4), y el minimo absoluto de la funcién Fen la
region es 0 (el menor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice A(0,0).

EJERCICIO 2_B
(3 puntos) Determine los valores que han de tomar “a” y “b” para que la funcion:

4x+ b si x<1
f(x) = 5 .
ax“+6x-7 si x>1
sea derivable.
Solucion
. . Ax+ b si x<1
Determine los valores que han de tomar “a” y “b” para que la funcioén: f(x) = 5 .
ax“+6x-7 si x>1
sea derivable.
Sabemos que si una funcién es derivable es continua.

4x + b es continua y derivable en R, en particular en x < 1.
ax’ + 6x - 7 es continua y derivable en R, en particular en x = 1.

Veamos la continuidad y la derivabilidad de f en x = 1.

Como f(x) es continua en x = 1, tenemos f(1) = Iinl1 f(x) = Iir111 f(x).
Iirg f(x) = Iinl"ni (4x +b)=4+bh.
f(1) = Iirrll f(x) = Iirr11 (ax®+6x-7)=a-1.Igualando tenemos 4+b =a—1.

4x+Db si x<1
ax’+6x-7 si x>1

De f(x) = {

4 si x<1
, tenemos f'(x) = .
2ax+6 si x=1

Como f(x) es derivable en x = 1, tenemos que Iirrl1 f'(x) = Iirr11 f‘(x), estamos viendo la continuidad de la
X—1- X—1+

derivada.
Iir? f'i(x) = Iinl1 (4) =4 Iirrl1 f'i(x) = Iirrl1 (2ax+6) = 2a + 6, igualando 4 =2a + 6 de donde a = -1, y por tanto

de 4+b=a-1,tenemos 4+b=-1-1,luego b =-6.

EJERCICIO 3_B
Parte |
En un cineclub hay 80 peliculas; 60 son de “accion” y 20 de “terror”. Susana elige una pelicula al azar y se
la lleva. A continuacién Luis elige otra pelicula al azar.
a) (1 punto) ¢, Cual es la probabilidad de que tanto Susana como Luis elijan peliculas de accién?
b) (1 punto) ¢ Cual es la probabilidad de que la pelicula elegida por Luis sea de accién?
Solucion
En un cineclub hay 80 peliculas; 60 son de “accion” y 20 de “terror”. Susana elige una pelicula al azar y se
la lleva. A continuacién Luis elige otra pelicula al azar.
a)
¢ Cual es la probabilidad de que tanto Susana como Luis elijan peliculas de accion?

Llamamos Sa, St, La, L1, a los sucesos “Luis elige una pelicula de accién”, “Susana elige una pelicula de

terror”, “Luis elige una pelicula de accién” y “Luis elige una pelicula de terror”. Recordamos que Susana
elige primero la pelicula, luego los sucesos son dependientes.
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Del problema tenemos p(Sa) = 60/80 = 6/8, p(St) = 20/80 = 2/8, p(La/Sa) = 59/79, p(L+/St) = 19/79, etc .....
Todo esto lo vemos mejor en un diagrama de arbol (recordamos que las probabilidades que salen desde un
mismo nodo suman 1)

5979 — LA
/,9/
/

20/79
Lt

60/79_—L,
— —

Me piden p(Sa 'y La) = p(Sa M La) = p(Sa)-p(La/Sa) = (60/80)-(59/79) = 177/316 = 0'56013.
b)
¢,Cudl es la probabilidad de que la pelicula elegida por Luis sea de accién?

Por el Teorema de la Probabilidad Total

P(La) = P(Sa M La) + P(St M La) = p(Sa)-p(La/Sa) + p(St)-p(La/ST) =
= (60/80)-(59/79) + (20/80)-(60/79) = 3/4 = 0'75.

EJERCICIO 3_B

Parte 1l

Se desea estimar, con un error maximo de 0’2 horas, el tiempo medio de estudio diario de los alumnos de
primer curso universitario. Se sabe que la desviacion tipica es de 1 hora y se toma una muestra aleatoria de
100 alumnos.

a) (1 punto) Calcule el nivel de confianza del intervalo que se obtendra.

b) (1 punto) Calcule el nimero de individuos que debe tener una muestra para asegurarnos una confianza
del 99%.

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
Jn Jn
.
T 2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C. () = (x—zla,2 ~ﬁ,x +Zy ﬁj =(a,b)

donde zi42 Y Zao = - Z1q2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z;.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibonesE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% = 2-E, de donde E = (b — a)/2,
n

2 2

o i Z, .G 22, ,.C
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%} = (bl—‘*’zj i
-a
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Se desea estimar, con un error maximo de 0°2 horas, el tiempo medio de estudio diario de los alumnos de
primer curso universitario. Se sabe que la desviacién tipica es de 1 hora y se toma una muestra aleatoria de
100 alumnos.

a)

Calcule el nivel de confianza del intervalo que se obtendra.

Datos del problema: Error = E = 0’2, 6 = 1, n =100, x = 7'5.

Sabemos que el nivel de confianza es “1 - o”
o L
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/m
De p(Z<ziqp)=1-0a/2=p(Z=<2)=09772, es decir 1 - 09772 = a/2, luego o = 0’0456, y el nivel de
confianza pedido es 1-a =1-00456 = 0'9544 = 95'44%

b)

Calcule el nimero de individuos que debe tener una muestra para asegurarnos una confianza del 99%.

De la formula del error E= z ,tenemos 02=1z ,esdecir zygp=2.

Datos del problema: ¢ = 1, error = E <02, nivel de confianza =99% =099 = 1 - «, de donde o = 0’01, es
decir a/2 =0'01/2 = 0’005.

De p(Z<z142) =1-a/2=1-0005=0'995. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0995 no viene, y que una de las mas proximas es 0'9949, que corresponde a z;.4, = 2'57.

2 , 2
Denz> (Z“éz'cj =[205.; 1) = 165'1225, tenemos que el tamafio minimo es n = 166.
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