IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2002 (Modelo 1) Solucién German-Jesus Rubio Luna

OPCION A

EJERCICIO 1_A
(3 puntos) Una fabrica de muebles dispone de 600 kg de madera para fabricar librerias de 1 y de 3 estantes.
Se sabe que son necesarios 4 kg de madera para fabricar una libreria de 1 estante, siendo su precio de
venta 20 euros; para fabricar una libreria de 3 estantes se necesitan 8 kg de madera y el precio de venta de
ésta es 35 euros. Calcule el nimero de librerias de cada tipo que se deben fabricar para obtener el maximo
ingreso, sabiendo que, por falta de otros materiales, no se pueden fabricar mas de 120 librerias de 1
estante, ni tampoco mas de 70 de 3 estantes.

Solucion
“x” = Nimero de librerias de 1 estantes.
“y” = Namero de librerias de 3 estantes.

Funcién Objetivo F(x,y) = 20x + 35y. (1 estante precio de venta 20 € y 3 estantes precio de venta 35 €).

Restricciones:
Total 600 kg, 4 kg para libreria de 1 estante y 8 kg para la de 3 estantes — 4x + 8y <600.

No se pueden fabricar mas de 120 librerias 1 estante — x<120.
No se pueden fabricar méas de 70 librerias 3 estantes. — y<70.
Se fabrica alguna libreria de 1 estante y de 3 estantes. — x20, y20.

Las desigualdades 4x + 8y <600; x<120; y<70; x=0; y=0, las transformamos en igualdades, y ya
sus graficas son rectas, 4x+8y=600; x=120; y=70; x=0; y=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=-x/2+75, x=120; y=70; x=0; y=0.
Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las
inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las
inecuaciones dadas.
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Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0,tenemos el punto de corte es A(0,0)

De x=120 e y=0,tenemos el punto de corte es B(120, 0)

Dex =120 e y=-x/2+75,tenemos y =15,y el punto de corte es C(120,15)

Dey=70 e y=-x/2+75,tenemos 70 =-x/2+ 75 — 140 = -x + 150, luego x = 10, y el punto de corte es
D(10,70)

Dex=0 e y=70,tenemos el punto de corte es E(0,70)

Vemos que el poligono tiene por vértices los puntos: A(0,0), B(120, 0), C(120,15), D(10,70) y E(0,70).
Calculemos el maximo de la funcion F(x,y) = 20x + 35y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada, y que estos extremos deben estar situados en algin vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,0), B(120, 0), C(120,15), D(10,70) y E(0,70). En el caso de que

coincidan en dos vértices consecutivos la soluciéon es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 20(0) + 35(0) = 0; F(120,0) = 20(120) + 35(0) = 2400; F(120,15) = 20(120) + 35(15) = 2925;
F(10,70) = 20(10) + 35(70) = 2650; F(0, 0) = 20(0) + 35(70) = 2450;
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Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregién es 2925 (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(120,15), es decir el maximo ingreso es de
2925 £y se alcanza fabricando 120 librerias de 1 estante y 15 librerias de 3 estantes.

EJERCICIO 2_A
5 si x<2
Sea la funcion f(x) = {x*-6x+10 si 2<x<5
4x - 15 si x=5
a) (1'5 puntos) Represéntela graficamente.
b) (1'5 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad.
Solucion
5 si x<2
Sea la funcion f(x) = {x*-6x+10 si 2<x<5
4x - 15 si x=5
a)
Represéntela graficamente.

La graficade 5 es unarecta paralela al eje de abscisas OX, pero sélo la dibujamos para x < 2, es
decir una semirrecta.

La grafica de X - 6x + 10 es una parabola con las ramas hacia arriba U (el n°® que multiplica a X es
positivo), con vértice V de abscisa la soluciéon de f'(x) = 0 = 2x — 6, de donde x = 3 y V(3,f(3)) = (3,1),
pero sélo la dibujamos en 2 < x < 5, es decir entre (2°,2) y (5,5).

La grafica de 4x - 15 es una recta que no pasa por el origen, pero sélo la dibujamos a partir de x = 5,
es decir una semirrecta. En x =5 vale 5.

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la grafica de f es:

Ax-15

b)
Estudie su continuidad y derivabilidad.

Sabemos que si una funcién es derivables es continua, pero si no es continua tampoco es derivable.
Observando su grafica vemos que no es continua en x = 2, por tanto tampoco es derivable en x = 2.

5 es continua y derivable en R, en particular en x < 2.
x? - 6x + 10 es continua y derivable en R, en particular en 2 < x < 5.
4x - 15 es continua y derivable en R, en particular en x > 5.

Veamos la continuidad y la derivabilidad de f en x = 5.

f(x) es continuaenx=5 si f(5)= Iinswi f(x) = Iir? f(x).
f(5) = lim f() = lim (x* - 6x + 10) = (5)° - 6(5) + 10 = 5;

Iir? f(x) = Iir‘g (4x - 15 )=4(5) - 15 =5 , por tanto f(x) es continuaen x =5.
Recapitulando f es continua en R —{2}.
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5 Si X<2 0 Si X<2
De f(x) = {x?-6x+ 10 si 2<x<5,tenemos f(x)=<2x-6 si 2<x<5
4x - 15 Si x>5 4 Si X>5

f(x) es derivable en x = 5 si Iir[_lf ‘(x) = Iin;n f ‘(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.
Iir’r51 f'(x) = Iir151 (2x - 6) =2(5) -6 = 4; Iir? f'(x) = Iir‘g (4) = 4. Como los resultados coinciden, f(x) es

0 si x<2
derivableen x =5. Luego f'(x) = {2x-6 si 2<x<5

4 si x>5
Recapitulando f es derivable en R —{2}.

EJERCICIO 3_A
Parte |
En un colectivo de personas, el 80% tiene mas de 35 afios. De los mayores de 35 afios, el 40% son
mujeres. De los que no han superado los 35 afios, el 45% son hombres.
Se elige una persona, al azar, de ese colectivo.
a) (1 punto) ¢Cuél es la probabilidad de que sea mujer?
b) (1 punto) ¢ Cual es la probabilidad de que no haya superado los 35 afios sabiendo que
se ha elegido un hombre?
Solucion
En un colectivo de personas, el 80% tiene mas de 35 afios. De los mayores de 35 afios, el 40% son
mujeres. De los que no han superado los 35 afios, el 45% son hombres.
Se elige una persona, al azar, de ese colectivo.
a)
¢, Cudl es la probabilidad de que sea mujer?
Llamemos M, H, +35 y -35, a los sucesos siguientes, “ser mujer”, “ser hombre”, "mayor de 35", y "no han
superado los 35 afios", respectivamente.
Datos del problema p(+35) = 80% = 0'8; p(M/+35) = 40% = 0'4; p(H/-35) = 045% = 0'45.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

-35

Usando el Teorema de la Probabilidad total

p(Mujer) = p(M) = p(+35).p(M/+35) + p(-35).p(M/-35) = 0'8:0'4 + 0'2-0'55 = 0’43

b)

¢ Cual es la probabilidad de que no haya superado los 35 afios sabiendo que se ha elegido un hombre?

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
p(:35/H) = P(350H) _ p(:35)-p(H/-35)
p(H) 1-p(M)

= (0'2)-(0'45)/(1 - 0'43) = 3/19 = 0'15799.

EJERCICIO 3_A

Parte 1l

Se ha medido la talla de 100 personas elegidas al azar, mediante muestreo aleatorio simple, de entre los
estudiantes varones de bachillerato de una gran ciudad, obteniéndose una talla media de 1'75 m. Se sabe
que la desviacion tipica de la poblacién es 0’2 m.
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a) (1 punto) Halle un intervalo de confianza, al 90%, para la media poblacional de la talla de los estudiantes.
b) (1 punto) ¢ Con qué nivel de confianza se ha construido el intervalo (1'73, 1'77) para la media
poblacional?

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -=)
" n " n
1
— w2
También sabemos que el intervalo de confiania para estimar la media es:
— o — o
I.C. (w) = (x—za —=X+Z, —j =(a,b)
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ
donde z142 Y Zge = - Ziq2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2
También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z, ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
z o\ 2z o\
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%) = (bl—“’zj .
-a

Se ha medido la talla de 100 personas elegidas al azar, mediante muestreo aleatorio simple, de entre los
estudiantes varones de bachillerato de una gran ciudad, obteniéndose una talla media de 1'75 m. Se sabe
que la desviacion tipica de la poblacion es 0’2 m.

a)

Halle un intervalo de confianza, al 90%, para la media poblacional de la talla de los estudiantes.

Datos del problema: ¢ = 0’2, n = 100, x = 1'75, nivel de confianza = 90% = 0'90 = 1 - «, de donde o = 0’10,
es decir o/2 =0'10/2 = 0'05.

Dep(Z<z142)=1-a/2=1-005=0'95. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 095
no viene, y que una de las mas proximas es 0'9495 que corresponde a z; 4, = 1'64, por tanto el intervalo de
confianza pedido es:

_ o — o 0'2 0'2
I.C. =|X-z = X+Z, - ——= | = |175-164 - —,1'7T5+1'64- — | = (1’7172, 1'7828).
(W [ 1al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁj [ \/m \/m] ( )

b)
¢,Con qué nivel de confianza se ha construido el intervalo (1’73, 1'77) para la media poblacional?

Datos del problema: Intervalo = (a,b) = (1'73,1'77), c = 0’2, n = 100.

De la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_, 2 tenemos que (1'77-173)=2-z__," 02 , es decir

n V100
Z1.42 = 0'04-10/0'4 = 1 y mirando en las tablas vemos que p(Z < 1'00) =1 - a/2 = 0’8413, por lo tanto
tenemos que o = (1 - 0'8413)-2 = 0’3174, luego el nivel de confianza pedidoes =1-a=1-0'3174=
= 0’6826 = 68'26%.

OPCION B
EJERCICIO 1_B
1 0 -1
Sealamatriz A=|0 m -6
1 1 -m
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a) (1'5 puntos) Determine para qué valores del parametro m existe A™.
b) (1'5 puntos) Calcule A™* param = 2.

Solucion
1 0 -1
Sealamatriz A=|{0 m -6
1 1 -m
a)
Determine para qué valores del parametro m existe A™.
10 -1
Lamatriz A= |0 m -6 | tiene inversa A" si su determinante det(A) = |A| es distinto de cero.
1 1 -m
1 0 -1|C,+C, |1 0 O |Aduntos
Como det(A)=|A|=0 m -6 =0 m -6 |primera =1:[m-(1-m) - (-6)-1] = -m®+m + 6.
1 1 -m 1 1 1-m fila

+1?+ 4. +
De |A| = 0, tenemos m®-m -6 =0, es decir mzl_ ! 46:1_5

,luego m=3 y m =-2, por tanto

2
[A]#0si m#3 y m = -2, es decir existe A'si m =3 y m#-2.
b
C)alcule Al param = 2.
10 -1
Ennuestrocaso A= |0 2 -6|.Laférmulade A es A™ = 1/(|A])-Adj(A).
11 -2
1 0 -1C,+C, (1 0 O|Aduntos
|A| =det(A)=10 2 -6 =0 2 -6|primera =1:(-2+6) = 4 = 0, luego existe A™";
11 -2 1 1 -1 fia
1 0 1 2 -1 2 2 -1 2 172 -1/4 1/2
A=|0 2 1| Adj(AY=|-6 -1 6/, portanto A*=(1/4)-|-6 -1 6|=|-3/2 -1/4 3/2|.
-1 -6 -2 2 -1 2 2 -1 2 -1/2 -1/4 1/2

EJERCICIO 2_B
El beneficio obtenido por la produccién y venta de x kilogramos de un articulo viene dado por la funcién:
B(x) = -0'01x® + 3'6x - 180.
a) (1 punto) Represente graficamente esta funcion.
b) (1 punto) Determine el nimero de kilogramos que hay que producir y vender para que el beneficio sea
maximo.
¢) (1 punto) Determine cuéntos kilogramos se deben producir y vender, como maximo, para que la empresa
no tenga pérdidas.
Solucion
El beneficio obtenido por la produccién y venta de x kilogramos de un articulo viene dado por la funcion:
B(x) = -0'01x* + 3'6x - 180.
a)
Represente graficamente esta funcion.

La grafica de B(x) = -0'01x° + 3'6x - 180, es una parabola que tiene las ramas hacia abajo ("), porque el n®
gue multiplica a X es negativo; abscisa de su vértice V en B'(x) =0 =-002x + 3'6 — x =180, es decir su
vértice es V(180, f(180)) = V(180,144). Sus cortes con los ejes son:

Para x = 0, punto (0,-180).

_ 360++/360°-4-18000 360 + 240

Para B(x) = 0 = -0'01x° + 3'6x — 180 — X’ - 360x + 18000 — X = > 5 de

donde x =60 y x =300 — puntos (60,0) y (300,0).
Me han dicho que la dibuje en [0,45]

Un esbozo del trozo de parabola es:
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b)
Determine el nimero de kilogramos que hay que producir y vender para que el beneficio sea maximo.

El beneficio es méaximo en el vértice V(180,144) es decir el maximo beneficio es 144 y se obtiene
vendiendo 180 kg del articulo.

c)

Determine cuantos kilogramos se deben producir y vender, como maximo, para que la empresa no tenga
pérdidas.

La empresa no tiene pérdidas si la gréafica de la parabola se encuentra por encima del eje de abscisas es
decir entre los valores x =60 y x = 300, como me dicen el maximo valor, la empresa no tiene pérdidas si
produce como maximo 300 kg del articulo.

EJERCICIO 3_B
Parte |
De una bolsa que contiene 4 monedas de 2 euros, 5 de 1 euro y 3 de 0’20 euros, se extraen dos monedas,
al azar, sucesivamente y sin devolverlas a la bolsa.
a) (1'5 puntos) Calcule las probabilidades de los siguientes sucesos:
A ="“la suma de las dos monedas es inferior a 2'20 euros”.
B = “al menos una de las dos monedas es de 0’20 euros”.
b) (0’5 puntos) Razone si esos dos sucesos son independientes.

Solucion
De una bolsa que contiene 4 monedas de 2 euros, 5 de 1 euro y 3 de 0’20 euros, se extraen dos monedas,
al azar, sucesivamente y sin devolverlas a la bolsa.
a)
Calcule las probabilidades de los siguientes sucesos:
A = “la suma de las dos monedas es inferior a 2’20 euros”.
B = “al menos una de las dos monedas es de 0’20 euros”.

Recordamos que extraer dos monedas es lo mismo que extraer primero una moneda y después la otra.
Llamemos 24, 2,, 1,4, 15, 0’2, y 0'2,, a los sucesos siguientes, “sacar 2 € en la 12 extraccion”, “sacar 2 € en la
22 extraccion”, "sacar 1 € en la 12 extraccién”, "sacar 1 € en la 22 extraccion”, "sacar 02 € en la 12
extraccion" y "sacar 0'2 € en la 22 extraccion”, respectivamente.

Datos del problema p(2,) = 4/12; p(2,/2;) = 3/11; p(2,/otro caso) = 4/11, p(1;) = 5/12; p(1,/1,) = 4/11,
p(1./otro caso) = 5/11; p(0’2) = 3/12, p(0'2,/0'2;) = 2/11; p(0’'2,/otro caso) = 3/11.

A ="“la suma de las dos monedas es inferior a 2’20 euros”, esto se puede hacer no extrayendo nunca
monedas de 2€ luego los casos son A = {1;-1,, 0'2,-0'2,, 1,-0'2,, 0'2;-1,}, luego:

P(A) = p(11-12) + p(0°'2:-0'2;) + p(1,-0'2;) + p(0'13-1,) =

= p(11)-p(1./1,) + p(0'2)-p(0'2,/0'2,) + p(11)-p(0’2,/0tro caso) + p(0'2,)-p(1,/otro caso) =

= (5/12)-(4/11) + (3/12)-(2/11) + (5/12)-(3/11) + (3/12)-(5/11) = 14/33 = 0’4242.

A = “al menos una de las dos monedas es de 0’20 euros”, luego los casos son B = {0°2;-1,, 0'2,-0'2,, 0'2;-25,
, 1,-0'2,, 2,-0'2, }, |Uego:

P(B) = p(0°'2;-15) + p(0'2,-0'2;) + p(0°23-2;) + p(11-0'22) + p(2;-0'2;) =

= p(0'2,)-p(1,/otro caso) + p(0'2)-p(0'2,/0'2;) + p(0'2;)-p(2,/otro caso) + p(1,)-p(0'2,/otro caso) +

+ p(21)-p(0'2,/otro caso) = (3/12)-(5/11) + (3/12)-(2/11) + (3/12)-(4/11) + (5/12)-(3/11) + (4/12)-(3/11) =
=5/11 = 0'4546.

b)

Razone si esos dos sucesos son independientes.
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Ay B son independientes si p(AnB) = p(A)-p(B)

A={1;-1,, 0'2,-0'2;, 1,-0'2,, 0'2;-1, }

B ={0'2;-1,, 0°2;-0'2;, 0'2;-2,, 1;-0'2;, 2,-0'2,}

ANB ={0'2,-0'2,, 1,-0'2,, 0'2;-1,}

Luego p(AnB) = p(0'2;-0'2,) + p(1;-0'2,) + p(0°'2;-1,) = (3/12)-(2/11) + (5/12)-(3/11) + (3/12)-(5/11) = 3/11.

Como p(AnB) = 3/11 # p(A)-p(B) = (14/33)-(5/11), los sucesos Ay B no son independientes.

EJERCICIO 3_B
Parte 1l
(2 puntos) El peso de los peces adultos que se crian en una piscifactoria se distribuye segun una ley Normal
con desviacién tipica 9 g.
Los pesos, en gramos, de una muestra aleatoria de 9 peces adultos de esa piscifactoria son:
310, 311, 309, 295, 280, 294, 303, 305, 293.
Determine un intervalo de confianza, al 95%, para el peso medio de los peces adultos de esa piscifactoria.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
" Jn " Jn
1
e @2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C. () = (x —Zy = X+ 2y —] = (a,b)
Jn Jn

donde zi42 Y Zao = - Zi.q2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibn esE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% =2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Zy412-C 22,0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ p.a |
-a

El peso de los peces adultos que se crian en una piscifactoria se distribuye segin una ley Normal con
desviacién tipica 9 g.
Los pesos, en gramos, de una muestra aleatoria de 9 peces adultos de esa piscifactoria son:
310, 311, 309, 295, 280, 294, 303, 305, 293.
Determine un intervalo de confianza, al 95%, para el peso medio de los peces adultos de esa piscifactoria.

Datos del problema: 6 =9, n =9, X =(310+311+309+295+280+294+303+305+293)/9 = 300, nivel de
confianza = 95% = 0'95 == 1 - q, de donde o = 005, es decir a/2 = 0'05/2 = 0'025.
Dep(Z<z142)=1-a/2=1-0025=0'975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'975 viene, y que corresponde a z;.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

1.C. (n) = (?—zla,z .%,m Z %j = (300 - 1'96-—,300 - 1'96-ij = (294'12, 305'88).

% N
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