IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2002 (Modelo 5) Solucién German-Jesis Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1_A

. 2 -1 01 2 -1 2 5
(3 puntos) Sean las matrices A= , B= , C=
3 -2 11 -1 3 4 -1

a) (1 punto) Realice, cuando sea posible, los siguientes productos de matrices: A-B, B-C, C-A.
b) (2 puntos) Resuelva la ecuacién matricial: A-X + B = C.
Solucién

. 2 -1 01 2 -1 2 5
Sean las matrices A= , B= , C=
3 -2 11 -1 3 4 1

a)
Realice, cuando sea posible, los siguientes productos de matrices: A-B, B-C, C-A.

Para que se pueda realizar el producto A-B, el n® de columnas de A tiene que coincidir con el n° de filas de
B, y el resultado tiene las filas de Ay las columnas de B, es decir Ann-Bnxp = Crxp-

2B (2 -1y (0 1 2) (115
2eE2e g 2) 11 1) (21 8)
B,y3:Coxs, NO Se puede hacer porque n° columnas de B, que es 3 no coincide con el n° de filas de C que es
2.
C,y3-Asyo, NO se puede hacer porque n° columnas de C, que es 3 no coincide con el n° de filas de A que es
2.
b)
Resuelva la ecuaciéon matricial: A-X + B =C.

De A-X + B =C, tenemos A-X = C — B. Como A tiene inversa, A*, multiplicamos la expresiéon A-X = C — B
por la izquierda por A™.

AX=C-B » A“AX=A"(C-B) > IIX=A"(C-B) » X=A"(C-B).

Calculamos las matrices A™ = (1/det(A)).Adj(A")

det(A) = |A| = -4 — (-3) = -1#0, luego existe A™.

At:(2 3}; Adj(At):(_z lj; Al = (U-1)- ('2 1}2(2 '1];
) 3 2 3 2 3 -2
C_B:(-l 2 5}_(0 1 2):(-1 1 3]

3 4 -1 (1114 4 30

2 -1y (-1 13 6 -1 6
Por tanto X = A'l-(C -B)= : = .
3 -2)4 30 -11 -3 9

EJERCICIO 2_A
Sea la funcién f(x) = (1/3)x>— x* - 3x + 4.
a) (1 punto) Represente graficamente su funcién derivada determinando los puntos de corte con el eje de
abscisas y su vértice.
b) (1 punto) Halle los puntos de la grafica de f donde la recta tangente es paralelaay = -3x + 3.
¢) (1 punto) Calcule los maximos y minimos de f.
Solucion
Sea la funcién f(x) = (1/3) x> — x> - 3x + 4.
a)
Represente graficamente su funcion derivada determinando los puntos de corte con el eje de abscisas y su
vértice.

De f(x) = (1/3) x*—x*-3x + 4 tenemos f'(x) = x*—2x - 3.

La gréfica de f'(x) = x*—2x- 3, es un parabola, que tiene las ramas hacia arriba (U), porque el n® que
multiplica a x° es positivo, con vértice en la abscisa en x = 1 (f"(x) = 2x-2=0 — x = 1), es decir V(1,-4) que
sabemos es un minimo.

Corta al eje de ordenadas QY en el punto (0,-3) y al eje de abscisas en los puntos (-1,0) y (3,0), puesto
que X =-1 y x =3 son las soluciones de x* - 2x — 3 = 0.

Un esbozo de la grafica de f' es:
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b)
Halle los puntos de la grafica de f donde la recta tangente es paralelaay = -3x + 3.

Sabemos que si las rectas son paralelas las pendientes coinciden.

La pendiente genérica de f(x) es f(x) = x* - 2x — 3.

La pendiente delarecta y=-3x+3es y' =-3.

Igualando tenemos X*-2x-3=-3 5 x*-2x=0= X(x—2),dedondex =0y x=2.

Los puntos de la grafica de f donde la recta tangente es paralela ay = -3x + 3, son:

(0,f(0)) = (0, (1/3)(0)° - (0)°~ 3(0) + 4) = (04) y (2f(2)) = (2, (113)(2)°- (2)*- 3(2) + 4) = (2,-10/3).
c)

Calcule los maximos y minimos de f.

Recordamos que los extremos relativos anulan la primera derivada, f'(x).
Sif(a) =0y f’(a) >0, x =a es un minimo relativo y vale f(a).
Sif(a)=0yf’(a) <0, x =aes un maximo relativo y vale f(a).

Calculamos f'(x) y resolvemos la ecuacion f'(x) = 0.

f'(x) = x* - 2x — 3.

Def(x) =0 —» x> -2x—3=0, cuyas soluciones son x =-1 y x = 3, que seran los posibles extremos
relativos.

f(x) =x*-2x=3; f'(x) = 2x - 2

Como f(-1)=0 vy f'(-1)=2(-1) - 2=-4<0,x =-1 es un maximo relativo y vale f(-1) = 17/3.
Como f(3)=0 vy f(3)=2(3)-2=4>0,x =3 es un minimo relativo y vale f(3) = -5.

EJERCICIO 3_A

Parte |

El despertador de Pedro no funciona bien, pues el 20% de las veces no suena. Cuando suena, Pedro llega
tarde a clase con probabilidad 0'2; pero si no suena, la probabilidad de que llegue tarde a clase es 0'9.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que Pedro llegue a tiempo.

b) (1 punto) Determine la probabilidad de que el despertador haya funcionado bien, si sabemos que Pedro
ha llegado tarde a clase.

Solucion
El despertador de Pedro no funciona bien, pues el 20% de las veces no suena. Cuando suena, Pedro llega
tarde a clase con probabilidad 0'2; pero si no suena, la probabilidad de que llegue tarde a clase es 0'9.
a)
Calcule la probabilidad de que Pedro llegue a tiempo.
Llamemos S, S°, T y TC, a los sucesos siguientes, “sonar el despertador”, “no sonar el despertador”, "llegar
tarde", y "no llegar tarde ", respectivamente.
Datos del problema p(SC) =20% =0'2; p(T/S) =02; p(T/SC) =09.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).
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Usando el Teorema de la Probabilidad total

p(Llegue a tiempo) = p(T®) = p(S).p(T</S) + p(S©).p(TC/S%) = 0'8-0'8 + 0'2-0'1 = 0’66

b)

Determine la probabilidad de que el despertador haya funcionado bien, si sabemos que Pedro ha llegado
tarde a clase.

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
p(T) 1-p(T7)

= (0'8)-(0'2)/(1 - 0°66) = 8/17 = 0°4706.

EJERCICIO 3_A

Parte Il

El gasto mensual de los estudiantes de un Instituto se distribuye seguin una ley Normal de media
desconocida y desviacion tipica 4 euros. Se ha seleccionado una muestra aleatoria y, con una confianza del
97%, se ha construido un intervalo para la media poblacional cuya amplitud es 2’17 euros.

a) (1'5 puntos) ¢ Cual ha sido el tamafio de la muestra seleccionada?

b) (0’5 puntos) Calcule el gasto mensual medio de la muestra tomada sabiendo que el limite inferior del
intervalo de confianza es 83’915 euros.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -=)
" n " n
1
— w2
También sabemos que el intervalo de confiania para estimar la media es:
— o — o
I.C. (w) = (x—za —=,X+Z,, —j =(a,b)
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ
donde z142 Y Zge = - Ziq2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a2
También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z,_ ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__,, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
z oY 2z oY
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%) = (bl—“’zj .
-a

El gasto mensual de los estudiantes de un Instituto se distribuye segun una ley Normal de media
desconocida y desviacion tipica 4 euros. Se ha seleccionado una muestra aleatoria y, con una confianza del
97%, se ha construido un intervalo para la media poblacional cuya amplitud es 2’17 euros.

a)

¢ Cual ha sido el tamafio de la muestra seleccionada?
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Datos del problema: ¢ =4, amplitud=b-a=2-z = 2'17, nivel de confianza = 97% =097 =1 - q,

o
1-al2 ﬁ

de donde o = 0'03, es decir o/2 = 0'03/2 = 0'015.

Dep(Z<2z14p) =1-0/2=1-0015=0985. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’985 viene, y que corresponde a z.qp = 2'17.

2-z

2 , 2
Den> ( l“*’z'c] =(2'2 174) = 64, tenemos que el tamafio minimo es n = 64.

-a 2'17

b)

Calcule el gasto mensual medio de la muestra tomada sabiendo que el limite inferior del intervalo de
confianza es 83’915 euros.

o

Z pe—

1-al2 \/ﬁ
Dep(Z<2zy4p) =1-0a/2=1-0015=0985. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’985 viene, y que corresponde a z.qo = 2'17.

o
1-a/2 ﬁ

Datos del problema: c =4, a= X— =83915, z,.4»=2'17,n=64

= 83915, tenemos que el gast mensual medio es x =83'915 + 2'17-i = 85€.

N

De X-z

OPCION B

EJERCICIO 1_B
(3 puntos) Una empresa pastelera dispone semanalmente de 160 kg de azlcar y de 240 kg de almendra
para hacer tortas de almendra y tabletas de turrén. Se necesitan 150 g de almendra y 50 g de azlcar para
hacer una torta de almendra y 100 g de almendra y 100 g de azlcar para cada tableta de turrén. El
beneficio neto por la venta de cada torta es 1'75 euros, y por cada tableta de turrén es de 1 euro. Determine
cuantas tortas de almendra y cuantas tabletas de turrén han de elaborarse para obtener la maxima
ganancia. ¢ Cual es el beneficio maximo semanal?

Solucién
Una empresa pastelera dispone semanalmente de 160 kg de azlcar y de 240 kg de almendra para hacer
tortas de almendra y tabletas de turrén. Se necesitan 150 g de almendra y 50 g de azlcar para hacer una
torta de almendra y 100 g de almendra y 100 g de az(licar para cada tableta de turron. El beneficio neto por
la venta de cada torta es 1'75 euros, y por cada tableta de turron es de 1 euro. Determine cuantas tortas de
almendra y cuantas tabletas de turrén han de elaborarse para obtener la méxima ganancia. ¢ Cual es el
beneficio maximo semanal?

“x" = Numero de tortas de almendra.

“y

y" = Nimero de tabletas de turrén.
Funcién Objetivo F(x,y) = 1'75x + 1y. (Vende cada torta a 1'75€, y por cada tableta de turrén a 1£).

Restricciones:
Hay 240 kg de almendra, cada torta de almendra necesita 150 g de almendra y cada tableta de turrén 100 g

de almendra: — 0'15x + 0’1y <240
Hay 160 kg de azlcar, cada torta de almendra necesita 50 g de azUlcar y cada tableta de turrén 100 g de
azucar: — 0'05x +0'1y <160

Se hace alguna torta de almendras y alguna tableta de turron  — x>0, y=0.

Las desigualdades 0'15x + 0'ly < 240; 0’'05x + 0’1y <160; x 2 0; y = 0, las transformamos en igualdades,
y ya sus gréficas son rectas, 0'15x + 0'1ly =240; 0'05x + 0'ly =160; x=0; y=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y" y tenemos
y =-0'15x/0'1 + 240/0'1 = -1'5x + 2400 ; y =-0'05x'1 + 160/0'1 =-0'5x + 1600 ; x=0; y=0.
Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las
inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.
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500 y = -1'5x+2400
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Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0,tenemos el punto de corte es A(0,0)

Dey=0 e y=-15x+2400, tenemos 0 =-1'5x+2400 — 1'5x =2400 — x = 1600, y el punto de corte es
B(1600,0)

Dey=-1'5x+2400 e y=-05x+1600, tenemos -1'5x+2400 =-0'5x+1600 — 800 = x, luego y =1200 vy el
punto de corte es C(800,1200).

Dey=-05x+1600 y x =0, tenemos el punto de corte es D(0,1600)

Vemos que el poligono tiene por vértices los puntos: A(0,0), B(1600,0), C(800,1200) y D(0,1600).
Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 1'75x + 1y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su méximo y minimo absoluto estan en la
regién acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,0), B(1600,0), C(800,1200) y D(0,1600). En el caso de que
coincidan en dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 1'75(0) + 1(0) =0; F(1600,0) = 1'75(1600) + 1(0) = 2800;
F(800,1200) = 1'75(800) + 1(1200) = 2600; F(0,1600) = 1'75(0) + 1(1600) = 1600.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregién es 2800 (el

valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice B(1600,0), es decir el maximo ingreso es de 2880
€y se alcanza elaborando 1600 tortas de almendra y ninguna tableta de turrén.

EJERCICIO 2_B

-2
X e si x<-1
X
Se considera la siguiente funcién: f(x) = {-x*+a si -1<x<1
+
X+2 Si 1<x
X

a) (1'5 puntos) Halle los valores de a para los que f es continua y derivable.
b) (1’5 puntos) Para a = 4, halle las asintotas y extremos relativos.

Solucién
X-2 .
— si Xx<-1
X
Se considera la siguiente funcion: f(x) = {-x*+a si -1<x<1
X+2 .
Si 1<x
X

a)
Halle los valores de a para los que f es continua y derivable.

Sabemos que si una funcién es derivables es continua, pero si no es continua tampoco es derivable.
(x-2)/x es continua y derivable en R - {0} (n° que anula el denominador), en particular en x < -1.

-x* + a es continua y derivable en R, en particular en -1 < x < 1.
(x+2)/x es continua y derivable en R - {0} (n° que anula el denominador), en particular en 1 < x.
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Veamos la continuidad y la derivabilidad de f enx=-1 y x=1.

f(x) es continuaenx=-1 si f(-1)= Iirpl_ f(x) = Iirpl f(x).
Iirﬁnli f(x) = ”rﬂ, (x - 2)Ix =(-3)/(-1) = 3;
f(-1) = Iirp1 f(x) = Iirp1 (-x2 +a)= -(-1)2 +a=-1+a ,portanto f(x) es continuaen x=-1,si3=-1+a, de

donde a = 4.

Veamos si para a = 4, f(xX) es continuaenx =1 esdecirsi f(1)= |irT1] f(x) = |iITl] f(x).
lim f(x) = lim (X2 +4)=-1+4=3;
f(1) = lim f(x) = lim (x + 2)/x = (1 + 2)/1 = 3, por tanto para a = 4, f(x) es continuaen x=-1yx = 1, luego

es continua en R.
Veamos siparaa=4 f esderivableenx=-1y x=1

X2 G x<- % si. x<-1
X X

De f(x) = {-x*+4 si -1<x<1,tenemos f(x)=<-2x si -1<x<1
+ . - .
X+2 Si 1<x —3 Si 1<x
X X

f(x) es derivable enx =-1si lim f‘(x) = Iirp1 f (x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

X—>-1-

lim f'(x) = Iim1 21X% = 2/(-1)2 =2; Iirrl f'i(x) = Iim1 (-2x) =-2(-1) = 2. Como los resultados coinciden, f(x)

X—>-1-
es derivableen x =-1.
f(x) es derivable en x = 1 si Iirrl1 f'(x) = Iirrl1 f ‘(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

lim f0) = lim (-2x) =-2(1) =-2; lim f*(x) = lim -2Ix* = -2/(1)* = -2. Como los resultados coinciden, f(x) es

derivable en x = 1. Recapitulando f es derivable en R.

32 si x<-1
X
Luego fi(x) = 4-2x si -1 < x<1
% si 1<x
X
b)
Para a = 4, halle las asintotas y extremos relativos.
X2 g x<a % si x<-1
X X
Tenemos f(x) = {-x*+4 si -1<x<1, y tenemos f(x)=:{-2x si -1 < x<1
X+2 Si 1<x % Si 1 <x
X X

Sabemos que en los cocientes de polinomios las asintotas verticales suelen ser los nUmeros que anulan
el denominador, en nuestro caso x = 0, siempre que verifiquen que limf(x) = « y que las asintotas
x—=0

horizontales (es lamismaentw)y esy= lim f(x).
X—>+00
También sabemos que las funciones polinédmicas no tienen asintotas.
En nuestro caso si x < -1, f(x) = (x-2)/x
Como Iin01 f(x) = IirQ (x-2)Ix = -2/0" = +o0, luego x = 0, es una asintota vertical, pero no esta en el dominio.
x—0- x—0-
Como Ilim f(x) = lim (x-2)/x = lim (1/1) =1, larectay =1 es la asintota horizontal en -c.
X—>—00 X—>—00 X—>—00

Si 1 <x, f(x) = (x+2)/x
Como IirE[f(x) = Iiryf (x+2)/x = +2/0" = -0, luego x = 0, es una asintota vertical, pero no esta en el dominio.

Como Iim f(x) = lim (x-2)/x = lim (1/1) =1, larectay =1 es la asintota horizontal en +oo.

Para ver la monotonia estudiamos la 12 derivada.
Six<-1,f(x) = 2%, de f(x) =0 — 2 =0, lo cual es absurdo y en esa rama no hay extremos. Ademas como

f(-2) = 2/(-2)> = 1/2 > 0, f es estrictamente creciente (/) en (-0,-1).
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Si-1<x<1,f(x)=-2%, de f(xX) =0 — x = 0, posible extremo.
Como f(-0'5) = -2(-0'5) = 1 > 0, f es estrictamente creciente (") en (-1,0)

Como (0'5) = -2(0'5) = -1 < 0, f es estrictamente decreciente () en (0,1)

Sil<x, f(x)= 2%, de f(x) =0 — -2 = 0, lo cual es absurdo y en esa rama no hay extremos. Ademas
como f'(2) = -2/(2)° =-1/2 <0, f es estrictamente decreciente (\) en (1,+c).
Por definicion x = 0 es un maximo relativo que vale f(0) = 4.

EJERCICIO 3_B
Parte |
Las instalaciones de un club tienen una sala de medios audiovisuales y una de informatica. El 60% de los
socios utiliza la 12, el 30% la 22 y el 20% ambas.
a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que un socio, elegido al azar, no utilice ninguna de las dos salas.
b) (1 punto) Si se sabe que un socio utiliza la sala de audiovisuales, ¢ cual es la probabilidad de que no
utilice la de informatica?

Solucion
Las instalaciones de un club tienen una sala de medios audiovisuales y una de informaética. El 60% de los
socios utiliza la 13, el 30% la 22 y el 20% ambas.
a)
Calcule la probabilidad de que un socio, elegido al azar, no utilice ninguna de las dos salas.

Llamamos Ay B a los sucesos “sala audiovisual” y “sala informatica”.
Del problema tenemos: p(A) = 60% = 0’6, p(B) = 30% = 0’3, p(ambas) = p(AnB) = 20% = 0'2
S _ . _ P(A N B) ) _ Q.
abemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(ANB); p(A/B) @ p(B) =1-p(B~);
p
p(A°~B®) = {Ley de Morgan} = p(AUB)® = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(ANB) = p(A) - p(ANB).

Me piden p(no utilice ninguna) = p(niA y niB) = p(A°~B°) = {Ley de Morgan} = p(AUB)® = {suceso
contrario}=1-p(AuB)=1-07=0'3.

pP(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB) =06 + 0'3-02 =07

b)

Si se sabe que un socio utiliza la sala de audiovisuales, ¢ cual es la probabilidad de que no utilice la de
informatica?

P(B°NA)  pA)-p(BNA)

pP(A) pP(A)

Me piden p(B“/A) = =(0'6 — 0'2)/(0'6) = 2/3 = 0'667.

EJERCICIO 3_B

Parte 1l

El tiempo de espera, en minutos, de los usuarios en una determinada parada de autobus sigue una
distribucion Normal de media p y desviacion tipica 1'5 minutos.

a) (0’75 puntos) ¢, Cémo se distribuye el tiempo medio de espera para muestras aleatorias de tamafio 16?
b) (2’25 puntos) Si hemos tomado una muestra aleatoria de 16 usuarios, cuya media es 5 minutos,
determine el intervalo de confianza, al 95%, para la media poblacional.

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
N " Vn
1
T w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:

1.C. (w) = [i— 2y i '%,m 2y i %] = (ab)
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donde z142 Y Zao = - Zi.q2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibonesE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z, ,, -% = 2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Zy412-C 22,
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ p.a |
-a

El tiempo de espera, en minutos, de los usuarios en una determinada parada de autobUs sigue una
distribucion Normal de media p y desviacion tipica 1'5 minutos.

a)

¢,Coémo se distribuye el tiempo medio de espera para muestras aleatorias de tamafio 16?

Datos del problema: X — Normal de media p, c = 1'5; n = 16.
Sabemos que si la poblacién X sigue una normal N(w,c) = N(u,1'5), entonces la distribucion muestral de

medias X, sigue una N(u,%) = N(u,%) = N(p,0'375).

b)
Si hemos tomado una muestra aleatoria de 16 usuarios, cuya media es 5 minutos, determine el intervalo de
confianza, al 95%, para la media poblacional.

Datos del problema: ¢ = 1'5; n = 16, X =5, nivel de confianza = 95% = 095 == 1 - a, de donde o = 005, es
decir a/2 =0'05/2 = 0'025.
Dep(Z<z142)=1-a/2=1-0025=0'975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'975 viene, y que corresponde a z;.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

_ o _ o 15 15
I.C.(w) = [x—z aip =X+ 2, —j = [5 -1'96-—,5+ 1'96-—) = (4’265, 5'735).
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