IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2003 (Junio Modelo 2) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1_A
-5x+3y <2
Sea el siguiente sistema de inecuaciones {-x +2y >6.
2x +3y <37

a) (2'25 puntos) Represente el conjunto solucién y determine sus vértices.
b) (0’75 puntos) Halle el punto del recinto anterior en el cual la funciéon F(x,y) = -2x + 5y alcanza su valor
maximo.
Solucion
5x+3y <2
Sea el siguiente sistema de inecuaciones {-x +2y >6.
2x +3y <37

a) Represente el conjunto solucion y determine sus vértices.
b) Halle el punto del recinto anterior en el cual la funciéon F(x,y) = -2x + 5y alcanza su valor maximo.
@ y (b
Las desigualdades -5x + 3y <2, -x + 2y > 6, 2x + 3y < 37, las transformamos en igualdades, y ya son
rectas -5x+3y =2, -x+2y =6, 2x + 3y = 37.
Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=5x/3+2/3, y=x/2+3, y=-2x/3 + 37/3.
Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, entre las que estaran los bordes del
recinto delimitado por las inecuaciones dadas.

=-2%/3+37/3

y =5x/3+2/3

0 2 4 4] ]

Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De y=5x/3+2/3 e y=x/2+3, tenemos 5x/3+2/3 = x/2+3, luego 10x+4 = 3x+18, de donde 7x = 14, es
decirx =2 e y =4,y el vértice es A(2,4).

De y=5x/3+2/3 e y=-2x/3+37/3, tenemos 5x/3+2/3 = -2x/3+37/3, es decir 5x+2 = -2x+37, de donde
7x=35,luego x=5 e y =29,y el vértice es B(5,9).

De y=x/2+3 e y=-2x/3+37/3,tenemos x/2+3 = -2x/3+37/3, es decir 3x+18 = -4x+74, de donde 7x = 56,
luego x =8 e y =7,y el vértice es C(8,7).

Vemos que la region factible es el poligono convexo limitado por los vértices del recinto, que son: A(2,4),
B(5,9) y C(8,7).

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estén en la
regién convexa acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(2,4), B(5,9) y C(8,7). En el caso de que coincidan en dos vértices
consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(2,4) = -2(2) + 5(4) = 16; F(5,9) = -2(5) + 5(9) = 35; F(8,7) = -2(8) + 5(7) = 19;

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregién es 35 (el
mayor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice B(5,9).

EJERCICIO 2_A
- - 2 i

a) (2 puntos) Sea la funcién f(x) = (-1) 2+ b sf X<2 .
a(x-3)°+3 si x>2
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Halle a y b para que la funcién sea continua y derivable en x = 2.
2x+1

(x-17
Solucién

b) (1 punto) Halle la funcién derivada de g(x) =

a)

-(x-1>+b si x<2

a(x-3)%+3 si x>2

Halle a y b para que la funcién sea continua y derivable en x = 2.

Sea la funcién f(x) = {

-(x-1)2 +b es una funcién continua y derivable en R, en particular en x < 2.
a(x-3)2 + 3 es una funcién continua y derivable en R, en particular en x > 2.

Veamos la continuidad y la derivabilidad de f en x = 2.

f(x) es continuaenx =2 sif(2) = Iin21 f(x) = Iin21 f(x).

f(2) = lim f(x) = lim (-(x-1)* + b) =-(2-1)* + b = -1 + b;

Iirgl f(x) = Iirrz1 a(x-3)2 +3= a(2-3)2 + 3 =a + 3. Igualando tenemos -1+b =a+ 3.

-(x-1%+b si x<2
ax-30°+3 si x>2

2(x-1) si x<2

Def(x)={ ,
2a(x-3) si x>2

, tenemos f'(x) = {
f(x) es derivable en x = 2 si Iirr21 f'i(x) = Iir721 f (x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

Iirr21 f'(x)= Iir721 2(x-1)=-2(2-1)=-2; Iir721 f'i(x) = Iir721 2a(x - 3) = 2a(2 - 3) = — 2a. Igualando tenemos

-2a=-2,de donde a=1, portanto -1 +b=(1) + 3, de donde b =5.
b)

2x+1

(x-1)*

Halle la funcién derivada de g(x) =

Recordamos algunas derivadas y reglas de derivacion. También la ecuacién de la recta tangente.

(T0+9()' = F(X)+g'(¥); [“X’] = TR0 ((10fy =k f00 007 (€9 = kx*™; (k) = 0
909 (909)

; (6™ = e.r(x).

e ) = 2.e”.(x-1)> —e*.2.(x -1) _ 2™ (x-1)(x-1-1) _ 2 e . (x -1)(x - 2)
TN (-1 (x-1)° (x-1)°

g(x) =

EJERCICIO 3_A

Parte |

Blanca y Alfredo escriben, al azar, una vocal cada uno en papeles distintos.

a) (1 punto) Determine el espacio muestral asociado al experimento.

b) (1 punto) Calcule la probabilidad de que no escriban la misma vocal.
Solucion

Blanca y Alfredo escriben, al azar, una vocal cada uno en papeles distintos.

a)

Determine el espacio muestral asociado al experimento.

Sean “ag, €g, i, Og, Ug, aa, €a, ia, Oa, Up” 10S sucesos “vocales escritas respectivamente por Blanca y
Alfredo”.

Como la vocal escrita por Blanca es independiente de la escrita por Alfredo los resultados posibles son 5x5
= 25.

Espacio muestral = E = {ag-ag, ag-€p, ap-ia, 8g-0p, 8g-Ua; €p-8g, €p-€a, €5-ia, €3-0p, €p-Ua;
ig-8g, ig-€p, ig-ia, ig-Og, ig-Ua; Og-8g, 0g-€a, Op-ia, 05-0g, 0g-Ua; Ug-8g, Ug-€a, Ug-ia, Ug-Og, Ug-Ua}
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b)
Calcule la probabilidad de que no escriban la misma vocal.

A = {no escribir la misma vocal} = {ag-ea, ag-ia, 8g-0g, ag-Ux; €z-ag, Ep-ia, €p-O0B, €p-Ua;
ig-8g, ig-€a, i5-Op, ig-Up; Op-8g, Op-€a, Op-ia, Og-Ua; Ug-8g, Ug-€4, Ug-ia, Ug-0g }, hay 20 sucesos

Me piden p(no escribir la misma vocal) = p(A) = Casos favor.ables =20/25=4/5=0'8.
Casos posibles

EJERCICIO 3_A

Parte 1l

La longitud de la ballena azul se distribuye segun una ley Normal con desviacion tipica 7°'5 m. En un estudio
estadistico realizado a 25 ejemplares se ha obtenido el intervalo de confianza (21’06, 26'94) para la longitud
media.

a) (0’5 puntos) Calcule la longitud media de los 25 ejemplares de la muestra.

b) (1’5 puntos) Calcule el nivel de confianza con el que se ha construido dicho intervalo.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
" n " n
1
— w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — O
I.C. () = (x —Zy g = X+ Zy —J = (a,b)
Jn Jn

donde zi42 YV Za2 = - Z1.g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z;.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibonesE = z,_ _, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% =2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Z1412-C 22,
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ poa |
-a

La longitud de la ballena azul se distribuye segun una ley Normal con desviacion tipica 7’5 m. En un estudio
estadistico realizado a 25 ejemplares se ha obtenido el intervalo de confianza (21’06, 26'94) para la longitud
media.

a)

Calcule la longitud media de los 25 ejemplares de la muestra.

Datos del problema: ¢ = 7’5, n = 25, X = 6’5, intervalo de confianza (21'06, 26'94) = (a,b).

Sabemos que lamedia es X = (a + b)/2 = (21’06 + 26'94)/2 = 24.
b)
Calcule el nivel de confianza con el que se ha construido dicho intervalo.

Datos del problema: Intervalo = (a,b) = (21'06, 26'94), c = 7’5, n = 25.

o 7'5
—, tenemos que (26'94 —21'06)=2-z, ,, - ——,
\/ﬁ 1-al2 /—25
Z1.q42 = 5'88:5/15 =1'96 y mirando en las tablas vemos que p(Z £ 1°96) = 1 - /2 = 0’975, por lo tanto
tenemos que o = (1 - 0'975)-2 = 0’05, luego el nivel de confianza pedidoes=1-a=1-005=095=
= 95%.

De la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__,, - es decir
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OPCION B
EJERCICIO 1_B
Sean las matrices M = [; 2) y N=

4 3
4 2 1
a) (0’75 puntos) Calcule la matriz A = M-M' — 5M; (M' indica la traspuesta de M ).
b) (225 puntos) Calcule la matriz B = M "y resuelva la ecuacién N + X-M = M-B, donde X es una matriz 2x2.

Solucioén
4 3
3
a)

Calcule la matriz A = M-M' = 5M; (M'indica la traspuesta de M ).

¢ 1 2)(1 3 12 5 11 5 10 0 1
A=M-M -=5M= . - 5. = - = .
3 4)\2 4 3 4 11 25 15 20 -4 5
Sila matriz M tiene matriz inversa M, si podemos pasar de (M|l,) mediante transformaciones elementales
a la matriz (1] M™).

1 211 0 1 2|1 0\R+F 1 02 1 1 0| -2 1 1
(Mll) = ~ ~ ~ = (I2IM™),
3 4|0 1)R-3F (0 2|3 1 0 2|3 1YRA2) 0 1|32 -12

2 1
por tanto Mt = =
3/2 -1/2

También la podiamos ver por la formula M™ = 1/(M|)-Adj(M").

12
Sean las matrices M = {3 4} y N=

1
M| = det(M) =
IM] (M) ‘3

4 -2 2 1
- (1/-2) = =
31 3/2 -1/2
De N + X-M = M-B, tenemos X-M =M-B — N—>(B M)—)X
expresion X-M =1, — N, por la derecha por M™ tenemos X-M-M’

1 o 4 3 4 -2
X-1, =M*=N-M", de donde X =M™ = N-M™* = (I, = N)- M™* & 1 ]]-(1/-2)-( ]:

2 1 3 1
:(_1/2)'[-3 -3} (4 zj /-2) [3 3}{3/2 -3/2)
2 0) (3 1 8 4 4 2

EJERCICIO 2_B

1 3 4 -2
=4-6=-2%0, luego existe M™; M' = , Adj(M") = , luego
2 4 31

—N= IZ—N Multiplicando la
—~N-M? , es decir

(x+1)? si  x<0

Sea la funcion f(x) = si 0<x<2

Si X>2

AX X |k

a) (1 punto) Represéntela graficamente.
b) (1 punto) Estudie su continuidad y derivabilidad.
¢) (1 punto) Calcule sus extremos y asintotas horizontales y verticales.

Solucidén
(x+1)? si  x<0

Sea la funcién f(x) = si 0<x<2

Si X>2

IR

a)

Represéntela graﬂcamente.

La gréfica de (x + 1) es una parabola exactamente igual que la de x> (vértice (0,0) y las ramas hacia
arriba L) pero desplazada una unidad hacia la izquierda en el eje de abscisas OX, es decir su vértice
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en (-1,0). Pero solo la dibujamos en x < 0 y vemos que en x = 0 vale 1.

La grafica de 1/x es una hipérbola que tiene por asintotas x = 0 (la vertical) e y = 0 (la horizontal),
simétrica respecto al origen (0,0) que se dibuja en el | y lll cuadrante, en nuestro caso sélo la
dibujaremos entre 0 y 2, es decir pasa por los puntos (0°,+x) y (2%,1/2).

La grafica de x/4 es una recta que pasa por el origen, pero sé lo la dibujamos a partir de x = 2, es decir
una semirrecta. En x = 2 vale 1/2.

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la grafica de f es:

b)
Estudie su continuidad y derivabilidad.

Observando su gréafica vemos que es continua en R — {0}, y derivable en R — {0,2}. No obstante vamos
a verlo con su dominio y limites.
Sabemos que si una funcion es derivables es continua, pero si no es continua tampoco es derivable.

(x+ 1)2 es continua y derivable en R, en particular en x < 0.
1/x es continua y derivable en R — {0}, en particular en 0 < x < 2.
x/4 es continua y derivable en R, en particular en x > 2.

Veamos la continuidad y la derivabilidad de f enx =0y x = 2.

Como f no esta definida en x = 0", en x = 0 la funcién no es continua ni derivable.
f(x) es continuaenx =2 si f(2) = Iir121 f(x) = Iir721 f(x).

Iirrz17 f(x) = Iirrz[ (1/x) = 1/2;

f(2) = Iirg f(x) = Iinz1 (x/4) = 1/2, por tanto f(x) es continuaen x = 2.

Recapitulando f es continua en R —{0}.

(x+1)? si  x<0 2(x+1) si  x<0
De f(x) = 1 si 0<x<2,tenemos f'(x) = —1 si 0<x<2
X X
X si x22 1 si x>2
4 4

f(x) es derivable en x = 2 si Iirrzlif ‘(x) = Iin21 f (x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

Iinz[f ‘x) = IirT217 (-1/X%) = -1/4; Iin21 f{(x)= Iin; (1/4) =1/4. Como los resultados no coinciden, f(x) no es

2(x+1) si  x<0
derivable en x = 2. Luego f'(x) = —% si 0<x<2
X
1 si x>2
4
Recapitulando f es derivable en R —{0,2}.

c)
Calcule sus extremos y asintotas horizontales y verticales.

Observando la grafica vemos que en x = -1 hay un minimo relativo que vale f(-1) = 0, que es el vértice del
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trozo de parabola (x + 1)2 y saldria derivando e igualando a cero.

También observamos que x =2 es un minimo y vale f(2) = 1/2, y no sale derivando aporque en x =2 fno
es derivable

Mirando la grafica vemos que en x = 0" hay un méaximo relativo, que vale f(0) = 1, y no sale derivando
porque en x =0 fno es derivable.

Observando la grafica vemos también que x = 0 es una asintota vertical porque Iirgl (1/x) = 1/0" = +o.
X—0+

La hipérbola 1/x también tiene la asintota horizontal y = 0, pero en nuestro caso no sirve porque soélo la
tenemos definida en (0,2) y no podemos calcular el limite en el +oo.

EJERCICIO 3_B
Parte |
El 70% de los alumnos de un Instituto son de Bachillerato y el resto de E.S.O. De los alumnos de
Bachillerato, el 60% estudia mas de 3 horas al dia, y sélo el 30% de los de E.S.O. estudia mas de 3 horas al
dia.
a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que un alumno de dicho Instituto, elegido al azar, estudie mas de 3
horas al dia.
b) (1 punto) Sabiendo que un alumno de este Instituto, elegido al azar, estudia méas de 3 horas al dia, ¢.cual
es la probabilidad de que sea de Bachillerato?

Solucién
El 70% de los alumnos de un Instituto son de Bachillerato y el resto de E.S.O. De los alumnos de
Bachillerato, el 60% estudia mas de 3 horas al dia, y s6lo el 30% de los de E.S.O. estudia mas de 3 horas al
dia.
a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que un alumno de dicho Instituto, elegido al azar, estudie mas de 3
horas al dia.

Llamemos B, Es, +3y +3°, a los sucesos siguientes, “alumno bachillerato”, “alumno E.S.O.”, "estudiar mas
de 3 horas", y "no estudiar mas de 3 horas", respectivamente.
Datos del problema p(B) = 70% = 0'7; p(+3/B) = 60% = 0’6; p(+3/Es) = 30% = 0’3.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

o8 — ™
,,/BK-H__H_ ‘4
o7 _— —
/ T +3€
0'3 on 3
‘\Ei_r—"’//
\97
T +3¢

Usando el Teorema de la Probabilidad total,

p(estudie méas de 3 horas al dia) = p(+3) = p(B).p(+3/B)+p(Es).p(+3/Es) =0'7-0'6 + 0’'3-0'3 = 0'51.
b)
Sabiendo que un alumno de este Instituto, elegido al azar, estudia mas de 3 horas al dia, ¢,cual es la
probabilidad de que sea de Bachillerato?

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
o(B/+3) = PBN+3) _ p(B)-p(+3/B)
p(+3) p(+3)

= (0'7)-(0'6)/0’51 = 0°82353.

EJERCICIO 3_B

Parte I

De una poblacién Normal, con media desconocida y varianza 81, se extrae una muestra aleatoria que
resulta tener una media muestral de 112.

a) (1 punto) Obtenga un intervalo de confianza, al 95%, para la media poblacional, si el tamafio de la
muestra es 49.

b) (1 punto) ¢ Cual debe ser el tamafio minimo de la muestra si se desea que el error cometido, al estimar la

german.jss@gmail.com 6



IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2003 (Junio Modelo 2) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

media poblacional, sea inferior a 2, para un nivel de confianza del 90%?

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
N " Vn
1
T w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— O — O
I.C. () = (x —Zy = X+ 2y —j = (a,b)
Jn Jn

donde zi42 YV Za2 = - Z1.g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibonesE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% =2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Zy412-C 22,0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ poa |
-a

De una poblacion Normal, con media desconocida y varianza 81, se extrae una muestra aleatoria que
resulta tener una media muestral de 112.

a)

Obtenga un intervalo de confianza, al 95%, para la media poblacional, si el tamafio de la muestra es 49.

Datos del problema: c>=81,:06=9;n=49, X =112, nivel de confianza = 95% = 0’95 = 1 - o, de donde a =
= 0’05, es decir a/2 =0'05/2 =0'025.

Dep(Z<2zyq0)=1-0/2=1-0025 = 0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y que corresponde a z;.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

1.C.(w) = {i—zl_a,z L X+z,,, %) = [112 S 196.—2_ 112 + 1'96.ij = (10948, 114'52).

Jn Ja9 a9
b)

¢, Cudl debe ser el tamafio minimo de la muestra si se desea que el error cometido, al estimar la media
poblacional, sea inferior a 2, para un nivel de confianza del 90%?

Datos del problema: ¢ =9, E < 2, nivel de confianza = 90% =09 = 1 - a, de donde o = 0’1, es decir a/2 =
=0'1/2=005.

Dep(Z=z142)=1-a/2=1-005=0'95. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 095
no viene, y que una de las mas proximas es 0'9495 que corresponde a z; o, = 1'64.

2 , 2
Den> |22l | _ 1649 = 54’46, tenemos que el tamafio minimo es n = 55.
E 2
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