IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2003 (Septiembre Modelo 3) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

OPCION A

EJERCICIO 1_A
. 2 X
Sea la matriz A =
[O x+2j

a) (1'5 puntos) Halle los valores de x para los que se verifica A* = 2-A.
b) (1'5 puntos) Para x = - 1, halle A™*. Compruebe el resultado calculando A-A™.

Solucion

. 2 X
Sea la matriz A =
0 x+2

a)
Halle los valores de x para los que se verifica A> = 2-A.

) 2 X 2 X 2 X 4 X+ 4x 4 2x
De A®=2-A, tenemos : =2 - = . lgualando:
0 x+2) (0 x+2 0 x+2 0 x*+4x+4 0 2x+4

4=4

X2 + 4X = 2X

0=0

X2+ 4AX + 4 = 2x + 4.

Vemos que la Gnica ecuacion es x° + 4x =2x — X° +2x=0=x-(x + 2), de donde x =0 y x = -2.
b)

Para x = - 1, halle A™*. Compruebe el resultado calculando A-A™.
Si la matriz A tiene matriz inversa A™, podemos pasar de la matriz (A|l,) mediante transformaciones

elementales a la matriz (I,] A'l).
(All,) = 2 -1/1 O0)R+F, (2 0|1 1\R/2 (1 0|12 1/2
“7lo 1]0 1 “lo 1jo 1) lo1/o 1

También la podiamos ver por la formula A™ = 1/(|A])-Adj(A)).
2 - 2 0 11

|A| = det(A) = =2-0=2%0, luego existe A™; A'= , Adj(A"Y) = , luego
0 1 -1 1 0 2

At = (1) 1 1) (12 112
- 02 Lo 1)

1 _ 2 -1 1 1) _ 2 -1) (1 1) _ 2 0) (1 0)_
Veamos que A-A" =1, —» (0 1)(1/2)-(0 2)—(1/2)-(0 1)-(0 2] —(1/2)-(0 2}—(0 1)—I2.

EJERCICIO 2_A

0 1

1/2 1/2
j = (IJA™), por tanto A™ = ( j

Sea la funcién f(x) = 5%

x-1
a) (1 punto) Determine su dominio y asintotas. Estudie su continuidad y derivabilidad.
b) (1 punto) Determine sus maximos y minimos relativos, si los hubiere. Estudie su crecimiento,
decrecimiento, concavidad y convexidad.
c) (1 punto) Represéntela graficamente.

Solucion

Sea la funcién f(x) = 3—X

x-1
a)
Determine su dominio y asintotas. Estudie su continuidad y derivabilidad.

Como es un cociente de funciones polinémicas su dominio es R — {soluciones de x — 1 =0} = R — {1}.
También sabemos que es continua y derivable en su dominio, por tanto es continua y derivable en R —{1}.

Sabemos que los cocientes de funciones polinémicas tienen una asintota horizontal (A.H.) si coincide el
grado del numerador con el del denominador, que es nuestro caso, y ademas dicha A.H. es la misma en .

También sabemos que los numeros que anulan el denominador son asintotas verticales (A.V.), si el limite en
dicho nimero es o, que también es nuestro caso.
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Tenemos f(x) = 3—? , Cuya grafica es una hipérbola y sabemos tiene una A.V. y una A.H.

El nimero que anula el denominador (x - 1 =0) es x = 1, y como Iin11 3—? =(2)/0 = - x, larecta
Xx=1- X -
x =1esunaA.V. de f. Ademas vemos que a laizquierdade x=1,f estden - .

De lim 3-x = (2)/0" = + o, vemos que a la izquierda de x =1, f estden + .

x>+ X -1
Como lim 3—? = lim (-x/x) = lim (-1/1) =-1,larecta y =-1 es una A.H. en £ oo,
X—>+0 ¥ - X—>+00 X—>+00

De lim (f(x) - AH.) = lim (3—); - (-1)} = 0", tenemos que f esta por encima de la A.H. en + .
X—>+00 X—>+0 | X -

De lim (f(x) - AH.) = lim [3—); - (-1)} =0, tenemos que f esta por debajo de la A.H. en - w.
X—>—00 X—>—0 X -

Como tenemos que representarla calculamos los puntos de corte:

Para x = 0, punto (0,-3)

Paraf(x)=0 — 3 —x=0,x =3y punto (3,0)

b)

Determine sus maximos y minimos relativos, si los hubiere. Estudie su crecimiento, decrecimiento,
concavidad y convexidad.

Sabemos que la monotonia sale estudiando la primera derivada f ‘(x).
3-X_ . -1 (x-1)-(3-%x)-1 -2
fx)=—; f'(x) = ( ) (2 ) = =
x-1 x-1) (x-1)
De f'(x) = 0, tenemos -2 =0, lo cual es absurdo, por tanto no hay extremos relativos y la funcién siempre
es estrictamente creciente o decreciente en su dominio.

De f(0) = ﬁ

decreciente (“\/) en su dominio R —{1}.

=-2 <0, vemos que f’'(x) < 0 en su dominio R — {1}, es decir f(x) es estrictamente

Sabemos que la curvatura es el estudio de la segunda derivada f *(x)
=% f= 2 fr= 22 _4x-1)
(x-1) (x-1) (x-1)

x-1'
De f “(x) = 0, tenemos x — 1 = 0, luego x = 1, que es NO es un posible punto de inflexiéon, porque la
recta x =1 era una asintota vertical.

Como f “(0) = % =-4<0,f(x) es concava (M) en (-o,1).

Comof“(2) = % = 4 >0, f(x) es convexa (V) en (1, +o).

Ya hemos visto que x = 1 NO es un punto de inflexién porque x = 1 es una asintota vertical.
c)

Represéntela graficamente.
Teniendo en cuenta lo anterior, un esbozo de la grafica de f es:
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EJERCICIO 3_A
Parte |
Una méaquina A fabrica 100 piezas al dia, de las cuales un 6% son defectuosas. Otra maquina B fabrica 50
piezas al dia, con un porcentaje de defectuosas del 2%.
Mezclamos las piezas fabricadas por ambas maquinas en un dia y extraemos una al azar.
a) (1 punto) ¢ Cudl es la probabilidad de que la pieza extraida sea defectuosa?
b) (1 punto) Sabiendo que la pieza extraida es defectuosa, ¢,cual es la probabilidad de que la haya fabricado
la maquina B?
Solucién
Una maquina A fabrica 100 piezas al dia, de las cuales un 6% son defectuosas. Otra maquina B fabrica 50
piezas al dia, con un porcentaje de defectuosas del 2%.
Mezclamos las piezas fabricadas por ambas maquinas en un dia y extraemos una al azar.
a)
¢,Cudl es la probabilidad de que la pieza extraida sea defectuosa?

Llamemos A, B, Dy D®, a los sucesos siguientes, “pieza fabricada por la maquina A”, “pieza fabricada por la
maquina B”, "pieza defectuosa", y "pieza no defectuosa”, respectivamente.
Datos del problema p(A) = 100/150 = 2/3; p(B) = 50/150 = 1/3; p(D/A) = 6% = 0'06; p(D/B) = 2% = 0'02.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

. D
oo —

2/3 T

1/3

Usando el Teorema de la Probabilidad total,
p(pieza defectuosa) = p(D) = p(A).p(D/A)+p(B).p(D/B) = (2/3)-0'06 + (1/3)-0'02 = 7/150 = 0’46667
b)
Sabiendo que la pieza extraida es defectuosa, ¢,cudl es la probabilidad de que la haya fabricado la maquina
B?

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:

p@®/D) = PEND) _ PB)-POB) _ 1oy 02y(7/150) = 1/7 = 0'14286.
p(D) p(D)

EJERCICIO 3_A

Parte I

Se sabe que la antigliedad de los coches fabricados por una empresa es una variable aleatoria Normal, con
desviacion tipica 2'9 afios.

a) (1 punto) Un estudio realizado sobre una muestra aleatoria de 169 coches, de esa empresa, revela que la
antigiedad media de la muestra es 8'41 afios. Obtenga un intervalo de confianza, al 90%, para la
antiglledad media de la poblacion.

b) (1 punto) Determine el nUmero minimo de coches que debe componer una muestra, para obtener, con un
nivel de confianza del 95%, un error de estimacién menor que 0’35 afios.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -=)
" n " n
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— w2

z_ . E

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:

— o — o
I.C.(wW=|X-2_,, —=X+2,_,,-— | =(a,b)
u ( 1al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ j
donde zy42 Y Za2 = - Z1.42 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - /2
También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error méaximo de la estimacionesE = z, ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z, ,, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
z oY 2z o)

por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%] = (bl—“’zj .

-a

Se sabe que la antigliedad de los coches fabricados por una empresa es una variable aleatoria Normal, con
desviacién tipica 2'9 afios.

a)

Un estudio realizado sobre una muestra aleatoria de 169 coches, de esa empresa, revela que la antigiiedad
media de la muestra es 8'41 afios. Obtenga un intervalo de confianza, al 90%, para la antigiedad media de
la poblacion.

Datos del problema: ¢ = 2'9; n = 169, X = 841, nivel de confianza =90% =090 = 1 - ¢, de donde o =
=010, es decir a/2 =0'10/2 = 0'05.

De p(Z=<2z1.40) =1-0/2=1-005=095. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 095
no viene, y que una de las mas préximas es 0’9495 que corresponde a z;.q» = 1’64, por tanto el intervalo de
confianza pedido es:

- o - 2'9 2'9
L.C.(W=|X-2,,, —=X+2, ,,,-— | =|8'41-164.-——,8'41+ 1'64.—— | = (8’0442, 8'7758).
() ( etz 1-al2 \/ﬁj ( J169 \/169} ( )

b)
Determine el numero minimo de coches que debe componer una muestra, para obtener, con un nivel de
confianza del 95%, un error de estimacion menor que 0’35 afios.

Datos del problema: ¢ = 2’9, E < 0'35, nivel de confianza = 95% = 0'95 = 1 - a, de donde o = 0’05, es decir
o/2 =0'05/2 = 0'025.

Dep(Z<z142)=1-a/2=1-0025=0'975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y que corresponde a z.q = 1'96.

2 f ' 2
Den > (Zl"’éz'c) = (1 363259j = 263’7376, tenemos que el tamafio minimo es n = 264.

OPCION B

EJERCICIO 1_B

(3 puntos) Una empresa gana 150 euros por cada Tm de escayola producida y 100 euros por cada Tm de
yeso.

La produccién diaria debe ser como minimo de 30 Tm de escayola y 30 Tm de yeso.

La cantidad de yeso no puede superar en méas de 60 Tm a la de escayola.

El triple de la cantidad de escayola, mas la cantidad de yeso, no puede superar 420 Tm.

Calcule la cantidad diaria que debe producirse de cada material, para obtener la maxima ganancia y
determine dicha ganancia.

Solucion

X" = Numero de toneladas de escayola.

y" = Nimero de toneladas de yeso.
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Funcion Objetivo F(x,y) = 150x + 100y. (Gana 150 € por Tm de escayola y 100 € por Tm de yeso).

Restricciones:

Como minimo 30 Tm de escayola y 30 Tm de yeso — x2>30; y>30
La cantidad de yeso no puede superar en mas de 60 Tm a la de escayola - y<x+60.
El triple de escayola, mas la cantidad de yeso, no puede superar 420 Tm. — 3x+y<420

Las desigualdades x>30 ; y>30; y<x+60; 3x+y<420,lastransformamos en igualdades,y ya
sus graficas sonrectas, x=30 ; y=30; y=x+60; 3x+y=420

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
x=30; y=30; y=x+60; y=-3x+420

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las

inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.

D
e
80 7
-
/ =30

A y=30 B
20
[+]

o 20 40 60 80 100 120 1 I?Q

Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De x=30 e y=30,tenemos el punto de corte es A(30,30)

Dey=30 e y=-3x+ 420, tenemos 30 = -3x+420, luego 3x =390 — x =130, y el punto de corte es
B(130,30)

Dex=-3x+420 e y=x+60,tenemos -3x+420 = x+60, es decir 360 = 4x, luegox =90 e y =150, y el
punto de corte es C(90,150)

Dey=x+60 y x = 30; tenemos y =90, y el punto de corte es D(30,90)

Vemos que el poligono tiene por vértices los puntos: A(30,30), B(130,30), C(90,150) y D(30,90).
Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 150x + 100y en dicha regién.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su méaximo y minimo absoluto estan en la
regibn acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(30,30), B(130,30), C(90,150) y D(30,90). En el caso de que

coincidan en dos vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

F(30,30) = 150(30) + 100(30) = 7500; F(130,30) = 150(130) + 100(30) = 22500;
F(90,150) = 150(90) + 100(150) = 28500; F(30,90) = 150(30) + 100(90) = 13500;

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregién es 28500 (el

valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(90,150), es decir el maximo ingreso es de
28500 € y se alcanza produciendo 90 Tm de escayola y 150 Tm de yeso.

EJERCICIO 2_B

Sea la funcién f(x) = 1 si 1<x<2
X

— si X>2
2
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a) (2 puntos) Estudie la continuidad y derivabilidad defenx=1yenx=2.
b) (1 punto) Represéntela graficamente.

Solucion
x> si x<1
Sea la funcion f(x) = 1 si 1<x<2
X
X1 g xs2
2

a)
Estudie la continuidad y derivabilidad de fenx =1y enx = 2.

Observando su gréafica vemos que es continua en R — {0}, y derivable en R — {0,2}. No obstante vamos
a verlo con su dominio y limites.

Sabemos que si una funcién es derivables es continua, pero si no es continua tampoco es derivable.
x* es continua y derivable en R, en particular en x < 1.

1/x es continua y derivable en R — {0}, en particularen 1 < x < 2.

(x-1)/2 es continua y derivable en R, en particular en x > 2.

Veamos la continuidad y la derivabilidad de f enx=1yx = 2.
f(x) es continuaenx=1 si f(1)= Iir?i f(x) = Iirr11 f(x).
f(1) = lim f() = lim (x?) =1;

Iinlw f(x) = Iin11 (1/x) = 1, por tanto f(x) es continuaen x =1.

f(x) es continuaenx =2 si f(2) = Iir1217f(x) = Iir721 f(x).
f(2) = Iir1217f(x) = Iinz[ (/x) = 1/2;
Iirr21 f(x) = Iin21 ((x-1)/2) = 1/2, por tanto f(x) es continuaen x = 2.

Recapitulando f es continua en R.

x> si x<1 2x si x<1
De f(x) = 1 si 1<x<2,tenemos f(x) = —1 si 1<x<2
X X
x-1 si x>2 1 si x>2
2 2

f(x) es derivable en x = 1 si Iinl1 f'(x)= Iirrl1 f (x), estamos viendo la continuidad de la derivada.
Iinl1 f{(x) = |irT1] (2x) = 2; Iinlw f{(x) = Iin11 (-1/x?) =-1. Como los resultados no coinciden, f(x) no es

derivableen x =1.
f(x) es derivable en x = 2 si Iirrz1 f'i(x) = Iir721 f (x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

Iinz1 f'(x)= Iinz1 (-1/x2) =-1/4; Iir721 fi(x) = Iin31 (1/2) =1/2. Como los resultados no coinciden, f(x) no es

2x si x<1

derivableen x =2.Luego f(x) = \— si 1<x<2
X
1 si x>2
2

Recapitulando f es derivable en R —{1,2}.

b)

Represéntela graficamente.

La grafica de x° es una parabola con vértice (0,0) y las ramas hacia arriba U, porque el n° que
multiplica a x* es positivo. Sélo la dibujamos en x < 1 y vemos que en x = 1 vale 1.
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La graficade 1/x es una hipérbola que tiene por asintotas x = 0 (la vertical) e y = 0 (la horizontal),
simétrica respecto al origen (0,0) que se dibuja en el | y lll cuadrante, en nuestro caso sélo la
dibujaremos entre 1y 2, es decir pasa por los puntos (1°,1) y (2,1/2).

La grafica de (x-1)/2 es una recta que no pasa por el origen, pero sélo la dibujamos a partir de x > 2,
es decir una semirrecta. En x = 2" vale 1/2.

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la grafica de f es:

(=1)/2

1%

EJERCICIO 3_B
Parte |
Sean Ay B dos sucesos aleatorios independientes. Se sabe que p(A) =03, p(B) = 0'4.
Calcule las siguientes probabilidades:
a) (1 punto) p(AuB).
b) (1 punto) p(A/B°).
Solucién
Sean A y B dos sucesos aleatorios independientes. Se sabe que p(A) =03, p(B) = 0'4.
Calcule las siguientes probabilidades:
a)
p(AUB).

s _ ) _ p(A NB) _ o
abemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) —W, p(B) =1-p(B~); Ay B son
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); p(AmBC) =p(A) - p(AnB).

Como Ay B son independientes, tenemos p(AnB) = p(A)-p(B) = 0'3-:0'4 = 0'12
Tenemos p(AuUB) = p(A) + p(B) - p(AnB) =0'3 + 0’4 - 0’12 = 0'58.

b)
P(A/BY).

ANB° .
P(A/BC) = i - ) _p@)-pAnB) (0'3-0'12)/(1 - 0'4) = 0'3.

p(B~) 1-p(B)
EJERCICIO 3_B
En un hospital se ha tomado la temperatura a una muestra de 64 pacientes para estimar la temperatura
media de sus enfermos. La media de la muestra ha sido 37’1 °C y se sabe que la desviacion tipica de toda
la poblacion es 1’04 °C.
a) (1 punto) Obtenga un intervalo de confianza, al 90%, para la media poblacional.
b) (1 punto) ¢ Con qué nivel de confianza podemos afirmar que la media de la poblacién esta comprendida
entre 36’8°C y 37’4 °C?

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
N " Vn
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— w2

I

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:

I.C.(p.)=(i 1a,z\/_x+zla,2\/_j—(ab)

donde zy42 Y Za2 = - Z1.42 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimaciéon es E = z para

o
1-al2 ﬁ J

el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__, - = 2-E, de donde E = (b — a)/2,

\/_
2

por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (Z“‘%j = (2;1—“;6) .

En un hospital se ha tomado la temperatura a una muestra de 64 pacientes para estimar la temperatura

media de sus enfermos. La media de la muestra ha sido 37’1 °C y se sabe que la desviacion tipica de toda

la poblacion es 1’04 °C.

a)

Obtenga un intervalo de confianza, al 90%, para la media poblacional.

Datos del problema: o = 1'04; n = 64, X = 37’1, nivel de confianza =90% =090 = 1 - o, de donde o =
=010, es decir a/2 =010/2 = 0’05.

Dep(Z<2zy4p) =1-0/2=1-005=095. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 0'95
no viene, y que una de las mas préximas es 0’9495 que corresponde a z;.q» = 1’64, por tanto el intervalo de
confianza pedido es:

_ o _ o 1'04 104
I.C.(n) = (x—z X+ 2, —j = (37'1- 164- ,37'1+1'64- J = (36'8868, 37'3132).
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ \/a \/a
b)
¢,Con qué nivel de confianza podemos afirmar que la media de la poblacién estd comprendida entre 36’8 °C
y 37'4°C?

Datos del problema: Intervalo = (a,b) = (36’8, 37'4), c = 1'04, n = 64.

De la amplitud del intervaloesb—-a=2-z tenemos que (37’4 —36'8) = es decir

1-al2 \/_ 1 al2” \/_

Z1.q42 = 06-8 /2’08 = 2’31 y mirando en las tablas vemos que p(Z £ 2'31) = 1 - o/2 = 0’9896, por lo tanto
tenemos que o = (1 - 0'9896)-2 = 0’0208, luego el nivel de confianza pedidoes =1-a=1-0'0208 =
= 09792 = 97'92%.
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