IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2003 (Modelo 6) Solucion German-Jesis Rubio Luna

OPCION A

EJERCICIO 1_A
(3 puntos) Una piscifactoria vende gambas y langostinos a 10 y 15 euros el kg, respectivamente.
La produccion maxima mensual es de una tonelada de cada producto y la produccién minima mensual es de
100 kg de cada uno.
Si la produccién total es, a lo sumo, de 1700 kg al mes, ¢ cudl es la produccion que maximiza los ingresos
mensuales? Calcule estos ingresos maximos.
Solucion
“x” = Nimero de gambas.
“y" = Nimero langostinos.
Funcién Objetivo F(x,y) = 10x + 15y. (vende gambas y langostinos a 10 y 15 € el kg, respectivamente).

Restricciones:

La produccién méxima mensual es de una tonelada de cada producto — x<1000 ; y<1000
La produccién minima mensual es de 100 kg de cada uno — x2100; y=100.
La produccién total es, a lo sumo, de 1700 kg. — X+y<1700

Las desigualdades x <1000; y<1000; x=100; y=100; x+y<1700, las transformamos en
igualdades, y ya sus graficas son rectas, x =1000; y=1000; x=100; y=100; x+y=1700.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
x=1000; y=1000; x=100; y=100; y=-x+1700
Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las
inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las
inecuaciones dadas.
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Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De x =100 e y =100, tenemos el punto de corte es A(100,100)

De x = 1000 e y =100, tenemos el punto de corte es B(1000,100)

De x=1000 e y=-x+ 1700, tenemos Yy = 700, y el punto de corte es C(1000,700)
Dey=1000 e y=-x+1700, tenemos x =700, y el punto de corte es D(700,1000)
De x =100 e y=1000, tenemos el punto de corte es E(100,1000)

Vemos que el poligono tiene por vértices los puntos: A(100,100), B(1000,100), C(1000,700), D(700,1000) y
E(100,1000).

Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 10x + 15y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(100,100), B(1000,100), C(1000,700), D(700,1000) y E(100,1000).
En el caso de que coincidan en dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(100,100) = 10(100) + 15(100) = 2500; F(1000,100) = 10(1000) + 15(100) = 11500;
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F(1000,700) = 10(1000) + 15(700) = 20500; F(700,1000) = 10(700) + 15(1000) = 22000;
F(100,1000) = 10(100) + 15(1000) = 16000;

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en laregion es 22000 (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice D(700,1000), es decir el maximo ingreso es de
22000 € y se alcanza vendiendo 700 kg de gambas y 1000 kg de langostinos.

EJERCICIO 2_A
Se conoce que el rendimiento de un jugador de fatbol durante los primeros 45 minutos de un partido viene
dado por la funcién f : [0,45] — R cuya expresion analitica es f(t) = 72t - 0'16t°, donde t es el tiempo,
expresado en minutos.
a) (1’5 puntos) Represente graficamente esta funcion.
b) (1'5 puntos) ¢ Cudl es el maximo rendimiento del jugador? ¢ En qué momento lo consigue? ¢ En qué
instantes tiene un rendimiento igual a 32?

Solucion
Se conoce que el rendimiento de un jugador de fatbol durante los primeros 45 minutos de un partido viene
dado por la funcién f : [0,45] — R cuya expresion analitica es f(t) = 72t - 0'16t°, donde t es el tiempo,
expresado en minutos.
a)
Represente graficamente esta funcion.

La grafica de f(t) = 7'2t - 0'16t°, es una pardbola que tiene las ramas hacia abajo (n), porque el n° que
multiplica a t* es negativo; abscisa de su vértice en f'(tf) =0 =72 - 032t — t =225, es decir su vértice es
V(22'5, f(22'5)) = V(22'5,81). Sus cortes con los ejes son:

Parat = 0, punto (0,0).

Paraf(t)y=0=72t- 0'16t° = t(72-0'16t) —» t=0 y t=45— puntos (0,0) y (45,0).

Me han dicho que la dibuje en [0,45]

Un esbozo del trozo de parébola es:

B0

6o f(t) =72t — —0"16¢*

404

20

1] IS 1‘[) 1‘5 2‘0 2‘5 3‘[) ‘3:5 4ICI 1;5

b)

¢, Cudl es el maximo rendimiento del jugador? ¢ En qué momento lo consigue? ¢En qué instantes tiene un
rendimiento igual a 327

El maximo rendimiento del jugador se obtiene en el vértice V(22'5,81) es decir el maximo rendimiento es 81

y se obtiene en el minuto 22'5.

El rendimiento igual a 32 se obtiene resolviendo la ecuacién 32 = 7'2t - 0’16t — 0'16t° - 7’2t + 32 = 0, es

_ 45++/45%-4.200 45+35
> =

decir t°- 45t +200=0 — t ,dedondet=5 y t=40, es decir el rendimiento

32 se obtiene en los minutos 5 y 40.

EJERCICIO 3_A

Parte |

De dos sucesos A y B, asociados a un mismo experimento aleatorio, se conocen las probabilidades
p(B) = 0'7, p(A/B) = 0'8 y p(ANBC) = 0'24.

a) (0’5 puntos) Calcule p(AnB)
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b) (1 punto) Halle p(A).
c) (0’5 puntos) Determine si A y B son independientes.
Solucién
De dos sucesos A y B, asociados a un mismo experimento aleatorio, se conocen las probabilidades
p(B) = 0'7, p(A/B) = 0’8 y p(AnB®) = 0'24.
a)
Calcule p(AnB)

s _ ) _ p(A NB) _ o
abemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) —W, p(B) =1-p(B~); Ay B son
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); p(AmBC) =p(A) - p(AnB).

Datos: p(B) =0'7, p(A/B) =08 = % y p(AmBC) =024 =p(A) - p(AnB).

p(ANB)
De p(A/B)=0'8 = T tenemos p(AnB) =0'8:p(B) =0'8-0'7 = 0'56.
p
b)
Halle p(A).

P(ANB®) = 024 = p(A) - p(AB), tenemos p(A) = 0’24 + p(AnB) = 0’24 + 0’56 = 0'8.
c)

Determine si Ay B son independientes.

Ay B son independientes si p(AnB) = p(A)-p(B), pero p(AnB) = 0’56 = p(A)-p(B) = 0'8-0'7 = 0’56, por tanto
Ay B son independientes.

EJERCICIO 3_A

Parte I

Una variable aleatoria sigue una distribucién Normal con desviacion tipica 15.

a) (1 punto) Construya un intervalo de confianza para la media de la poblacién, con un nivel de confianza del
99'5%, sabiendo que una muestra de 20 individuos tiene una media de 52.

b) (1 punto) ¢ Cudl debe ser el tamafio minimo de una muestra de esta poblacién para que un intervalo de
confianza, con nivel del 90%, para la media de la poblacién tenga una amplitud inferior a 3 unidades?

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, =)
Jn Jn
g
T 2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C. (w) = (x —Zy = X+ 2y —j = (a,b)
Jn Jn

donde z142 Y Zg2 = - Z1.42 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z.qp) =1 - a2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z,_ ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% = 2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
2 2
= .. Zy412-C 22,0
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = 5 )\ poa |
-a
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Una variable aleatoria sigue una distribucién Normal con desviacion tipica 15.

a)

Construya un intervalo de confianza para la media de la poblacion, con un nivel de confianza del 99'5%,
sabiendo que una muestra de 20 individuos tiene una media de 52.

Datos del problema: o = 15; n =20, X =52, nivel de confianza = 99'5% = 0'995 =1 - a, de donde o =
= 0’005, es decir a/2 =0'005/2 = 0°0025.

De p(Z=<2z1.40) =1-0a/2=1-00025 = 0'9975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’9975 viene, y que corresponde a z;.4» = 2'81, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

.C.(w) = (i— z .%,m z %) - [52 : 2‘81.%,52 ¥ 2'81.%j ~ (42'575, 61'425).

b)
¢,Cudl debe ser el tamafio minimo de una muestra de esta poblacién para que un intervalo de confianza, con
nivel del 90%, para la media de la poblacién tenga una amplitud inferior a 3 unidades?

Datos del problema: ¢ = 15, amplitud =b —a = 2E = 3, E < 3/2 = 1’5, nivel de confianza = 90% = 090 =
=1- qa, de donde a =010, es decir /2 =0'10/2 = 0°'05.

Dep(Z=<z142)=1-a/2=1-005=0'95. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 095
no viene, y que una de las mas proximas es 0'9495 que corresponde a z; o, = 1'64.

2 , 2
Denz> (Zl"’éz'cj :(1 i.4515) = 268’996, tenemos que el tamafio minimo es n = 269.

OPCION B

EJERCICIO 1_B

a) (1'5 puntos) Clasifique y resuelva el sistema formado por las ecuaciones siguientes:
X-2y+z=0, 2x+y-z=5, 4x+7y-5z=15.

b) (1'5 puntos) Determine la matriz X, de orden 2, que verifica la igualdad

SEE P R

Solucion
a)
Clasifique y resuelva el sistema formado por las ecuaciones siguientes:
X-2y+z=0, 2x+y-z=5, 4x+7y-5z=15.
Le aplicamos las transformaciones elementales de Gauss para obtener un sistema equivalente escalonado

X-2y+z=0 - X-2y+z=0 - X-2y+z=0
2x+y-z=5(F;- 2F)) - 5y-3z=5 - 5y-3z=5
4x + 7y - 5z =15 (F;3- 4F,) - 15y - 9z = 15(F3-3F;) — 0=0

Como nos han quedado dos ecuaciones con tres incégnitas tenemos un sistema compatible e
indeterminado y tiene infinitas soluciones.

Tomandoz=Ae R —» 5y=5+31 > y=1+(3A)/5. Entrandoenla1® x =2(1 + (3A)/5) - L =2 + A/5.
La solucion del sistemaes (x,y,z) =(2+A/5, 1 +3A/5,A),con z=A € R.

b)

Determine la matriz X, de orden 2, que verifica la igualdad

13 1 17
X -2 > =
01 -1 02 1 -1

1 3 15 17
Llamo A = ,B= y C=

0 1 -1 02 1 -
Hay que resolver la ecuacion X-A-2B=C — X-A=2B +C.
Si la matriz A tiene inversa A™ multiplicando por la derecha la expresién X:-A = 2B + C, tenemos:
X-A-A' =(2B+C)-A' - X, =(2B+C)-A' > X=(2B+C)-A"

13 . ) . ; .

Como det(A) = |A| :‘O 1‘ =1-0=1=+0, luego existe A o cuya férmula es Al= 1/(JA)])-Adj(A").
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1 1 - 1 - 1 -
|A| = 1; #0, luego existe A™'; A'= 0 , Adj(A") = 3 , por tanto A = (1)- 3 3
31 0 1 0 1 0 1

Luego X =(2B +C)-A™ ={2[11 2}[11 m(cl) ﬂ:((zz 12)*(11 71}][; fj:
56 -EY)

EJERCICIO 2_B

Sea la funcion f(x) = 2= 1
x+1

a) (1’5 puntos) Indique el dominio de definicion de f, sus puntos de corte con los ejes, sus maximos y
minimos, si existen, y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) (1’5 puntos) Obtenga las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de f, si las tiene, y
represente la grafica de la funcion.

Solucion

Sea la funcién f(x) = X1
X+1

a)
Indique el dominio de definicion de f, sus puntos de corte con los ejes, sus maximos y minimaos, si existen, y
sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

El dominio de definicién es R — {solucién de x +1 =0} =R —{-1}.
Cortes:

Para x = 0, punto (0,f(0)) = (0,-1).

Paraf(x) =0 — x—1=0, de donde x = 1, punto (1,0).

Sabemos que la monotonia sale estudiando la primera derivada f ‘(x).
)= XL prpg= 2 D-X-DL_ 2
(x+1) (x+1)

X

x+1'
De f'(x) = 0, tenemos 2 =0, lo cual es absurdo, por tanto no hay extremos relativos y la funcion siempre
es estrictamente creciente o decreciente en su dominio.

De f’(0) = ﬁ =2>0, vemos que f’(x) > 0 en su dominio R — {-1}, es decir f(x) es estrictamente
creciente (/') en su dominio R — {1}.
b)

Obtenga las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de f, si las tiene, y represente la gréafica de
la funcién.

Sabemos que los cocientes de funciones polinémicas tienen una asintota horizontal (A.H.) si coincide el
grado del numerador con el del denominador, que es nuestro caso, y ademas dicha A.H. es la misma en .

También sabemos que los nimeros que anulan el denominador son asintotas verticales (A.V.), si el limite en
dicho nimero es o, que también es nuestro caso.

Tenemos f(x) = XTll cuya grafica es una hipérbola y sabemos tiene una A.V. y una A.H.
X

El nimero que anula el denominador (x + 1 =0) es x = -1, y como lim X—ll =(-2)/0" =+ o, larecta

X=>-1- X +
x =-1es unaA.V. de f. Ademas vemos que a la izquierdade x=-1,f estaen + o.
. x-1
De lim

x>-1+ X + ]

= (-2)/0" = - o, vemos que a la izquierdade x =1, f estaden - .

Como lim X+:; = lim (x/x)= lim (1/1)=1,larecta y =1 esunaA.H. en £ .
X400 X X—>+00 X—>+00

x-1
Xx+1

De lim (f(x) - AH.) = lim ( - (1)) =0, tenemos que f esta por debajo de la A.H. en + .
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x-1
Xx+1
Teniendo en cuenta lo anterior, un esbozo de la grafica de f es:

De lim (f(x) - AH.) = lim ( - (1)) = 0", tenemos que f esta por encima de la A.H. en - .

EJERCICIO 3_B
Parte |
En un hospital se han producido 200 nacimientos en un mes. De ellos, 105 son varones y, de éstos, 21
tienen los ojos azules. Asimismo se ha observado que 38 de las nifias nacidas en ese mes tienen los o0jos
azules.
Se elige, al azar, un recién nacido entre los 200 citados.
a) (0’5 puntos) Calcule la probabilidad de que tenga los ojos azules.
b) (1’5 puntos) Si el recién nacido que se elige tiene los ojos azules, ¢ cual es la probabilidad de que sea un
varon?

Solucién
En un hospital se han producido 200 nacimientos en un mes. De ellos, 105 son varones y, de éstos, 21
tienen los ojos azules. Asimismo se ha observado que 38 de las nifias nacidas en ese mes tienen los 0jos
azules.
Se elige, al azar, un recién nacido entre los 200 citados.
a)
Calcule la probabilidad de que tenga los ojos azules.
Llamemos V, M, A y A®, a los sucesos siguientes, “varén”, *
respectivamente.

mujer”, "ojos azules", y "o0jos no azules ",

Este problema es muy facil de realizar utilizando una tabla de contingencia (tabla de doble entrada. La
suma de los totales coincide), y después utilizando la definiciéon de probabilidad de Laplace (nimero de
casos favorables partido por nimero de casos posibles).

También se podria hacer por un diagrama de arbol.

Varén =V Mujer = M Totales
Ojos azules = A 21 38
Ojos no azules = A"
Totales 105 200

Completamos la tabla de contingencia sabiendo que tanto la suma en horizontal como en vertical dan los
totales. He puesto en negrita los nimeros que he completado.

Varén =V Mujer = M Totales
Ojos azules = A 21 38 59
Ojos no azules = A® 84 57 141
Totales 105 95 200

(@)

p(tenga los ojos azules) = p(A)=

Total ojos azules

Total nacidos

b)

Si el recién nacido que se elige tiene los ojos azules, ¢ cuél es la probabilidad de que sea un varén?
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p(V nA) _ Total varones y ojos azules
p(A) Total ojos azules

p(si ojos azules, ¢es varon?) = p(V/A) = =21/59 = 0'3559.
EJERCICIO 3_B
Parte Il
Sea una poblacién cuyos elementos son 1, 2, 3.
Mediante muestreo aleatorio simple se pretende seleccionar una muestra de tamafio 2.
a) (0’75 puntos) Escriba las posibles muestras.
b) (1’25 puntos) Calcule la varianza de las medias muestrales.
Solucién
Sea una poblacién cuyos elementos son 1, 2, 3.
Mediante muestreo aleatorio simple se pretende seleccionar una muestra de tamafio 2.
a) Escriba las posibles muestras.
b) Calcule la varianza de las medias muestrales.

@ vy (b)

Poblacion {1, 2, 3}

Muestras posibles = {1-1, 1-2, 1-3, 2-1; 2-2, 2-3, 3-1, 3-2; 3-3}. Hay 9.

Media de la poblacibn = p= (1 +2 + 3)/3 = 2.

Varianza de la poblacién = ¢ = S(elementos - p)*/3 = (1/3)-[(1-2)* + (2-2)* + (3-2)°] = 2/3.
Desviacion tipica poblacional = o = V(2/3) = V(2/3).

Sabemos que la media poblacional p es igual a la media poblacional p,, y que la desviacion tipica muestral
oy coincide con la desviacién tipica poblacional dividido por la raiz cuadrada del tamafio de la muestra, es

o
Jn
Media poblacional p, =p=2.

Varianza muestral 6x° = o°/n = (2/3)/2 = 1/3 = 0'3333.

decir oy = , por tanto la varianza muestral es cxz =o’/n.
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