IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2004 (Modelo 2) Solucién German-Jesus Rubio Luna

OPCION A

EJERCICIO 1_A
Sean las matrices A= 10 . B= 0 -12 y C= -1 2 -1_
12 1-10 01 1
a) (1 punto) Calcule (A — 1,)-B, siendo I, la matriz identidad de orden 2.

b) (1 punto) Obtenga la matriz B' (matriz traspuesta de B) y calcule, si es posible, B"A.
¢) (1 punto) Calcule la matriz X que verifica A-X + B =C.

Solucion
. -1 0 0 -1 2 -1 2 -1
Sean las matrices A= , B= y C= .
1 2 1 -10 0 1 -1

a)
Calcule (A —1,)-B, siendo |, la matriz identidad de orden 2.

(A—lz)'B:A'A'A:[[_ll 2}[3 m(i 1 é] 2(12 (ﬂ(g i 5]:(2 22 ;j

b)
Obtenga la matriz B' (matriz traspuesta de B) y calcule, si es posible, B"A.
0 1 1 2
¢ -10
B-A=|-1 -1{- =10 -2].
1 2
2 0 2 0
c)

Calcule la matriz X que verifica A-X + B = C.

Sila matriz A tiene matriz inversa A*, (podemos pasar de (A|l,) mediante transformaciones elementales a
la matriz (I A'l)), podemos multiplicar la expresion matricial A-X + B = C por la izquierda por la matriz At

-1 0|10 -1 0|1 O\(-1))FR (2 0| -1 O 1 . -1 0
(Allp) = ~ ~ = (I,]JA™), por tanto A~ = .

1 2|0 1)R+F (0 2|1 1)R/(2) \0 1|1/2 1/2 1/2 1/2
También la podiamos ver por la formula A™ = 1/(|A])-Adj(A)).

-1 0
|A| = det(A) = ‘1 | 7 -2-0=-2%0, luego existe A™; A' = [

A'1:(1/-2)-(2 OJ:('l Oj.
101 w2 1

De A-X +B=C, tenemos A-X=C-B, luego A*AX=A"(C-B) » ILX=A"(C-B) -
- X=A%“(C-B)

e necome 2 )2 (22 ) cwaf? Y32 3)-

“eafl s et DL el

EJERCICIO 2_A

1 2 0
, Adj(AY = , luego
) 2] i) [_1 _J e

X2 si x<1

X2+ 4x-2 si x=1
a) (1 punto) Analice su continuidad y su derivabilidad.

b) (1’5 puntos) Estudie la monotonia, determine sus extremos y analice su curvatura.
¢) (0’5 puntos) Represente la gréfica de la funcién.

Solucion

Sea la funcién f(x) = {

x? si x<1

Sea la funcién f(x) = ] :
X*+4x-2 si x>1

a)
Analice su continuidad y su derivabilidad.

Sabemos que si una funcion es derivable entonces también es continua.
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x* es una funcién continua y derivable en R, en particular en x < 1.
-x* + 4x — 2 es una funcién continua y derivable en R, en particular en x > 1.

Veamos la continuidad y la derivabilidad de f en x = 1.
f(x) es continuaenx =1 sif(l) = Iinl"nif(x) = Iinl”n f(x).
lim f(x) = lim (%) = (1)* = 1;

f(1) = Iir’rl1 f(x) = Iirr11 (-x2 +4x-2) = -(1)2 +4(1) - 2 = 1, por tanto f(x) es continua en x = 1.

Recapitulando f es continua en R.

De f(x) = { i

2X si x<1
2x+4 si o x>1

X si x<1

) ) ., tenemos f'(x) =
X+4x-2 si x21

f(x) es derivable en x = 1 si Iin11 f'(x)= Iirrl1 f (x), estamos viendo la continuidad de la derivada.
Iirrllf ‘(x) = ””1‘, (2x) =2(1) = 2; Iinl”n f{(x) = Iin11 (-2x + 4) =-2(1) + 4 = 1. Como los resultados son iguales,
2X si x<1
f(x) es derivableen x =1. Luego f'(x) = . .
-2x+4 si x21
Recapitulando f es derivable en R.

b

E)studie la monotonia, determine sus extremos y analice su curvatura.

Sabemos que la monotonia es el estudio de la primera derivada f'(x) = { 2x S! X< l.
-2X+4 si x2>1

Six <1, f(x) =2x.

De f'(x) = 0, tenemos 2x = 0, de donde x = 0. Posible extremo.

Como f(-1) = 2(-1) = -2 < 0, f es estrictamente decreciente () en (-,0)

Como f'(0'5) = 2(0’5) = 1 > 0, f es estrictamente creciente () en (0,1)

Por definicion x = 0 es un minimo relativo y vale f(0) = (0)* = 0.

Si x>1,f(xX)=-2x +4

De f'(x) = 0, tenemos -2x + 4 = 0, de donde x = 2. Posible extremo.

Como f(1'1) =-2(1'1) + 4 = 1'8 > 0, f es estrictamente creciente () en (1,2)
Como f(3) = -2(3) + 4 =-2 < 0, f es estrictamente decreciente () en (2,+x)
Por definicion x = 2 es un maximo relativo y vale f(2) = -(2)* + 4(2) - 2 = 2.

Nos estan pidiendo los intervalos de concavidad, convexidad y los puntos de inflexion; es decir el estudio
de la segunda derivada.

2 i <1
Pz S S
-2 si x>1

Six<1,f'(x)=2 >0, tenemos que f(x) es convexa (L) en el intervalo (-»,1)
De f’(x) = 0, tenemos 6x = 0, de donde x = 0. Posible punto de inflexién.

Si x>1,f'(x) =-2<0, luego f(x) es concava (n) en el intervalo (1,+o).
Por definicion x = 1 es un punto de inflexion y vale f(1) =-(1)* + 4(1) - 2 = 1.
c)

Represente la grafica de la funcion.

Teniendo en cuanta la anterior y que ambas ramas de la funcién son trozos de parabola, x> con vértice en
(0,0) y -X* + 4x - 2 con vértice en (2,2), un esbozo de la gréfica es:
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EJERCICIO 3_A
Parte |
Sean A y B dos sucesos tales que p(A) = 0'4, p(B ) = 0'7 y p(AUB) = 0’6, donde B es el suceso contrario
de B.
a) (1 punto) ¢, Son independientes A 'y B?
b) (1 punto) Calcule p(A/BC).
Solucion
Sean A y B dos sucesos tales que p(A) = 0'4, p(B C) =07 y p(AUB) = 0’6, donde B® es el suceso contrario
de B.
a)
¢Son independientes Ay B ?

S — . — p(A N B) . — Cy.
abemos que p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) _W' p(B)=1-p(B~); AyBson
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); p(ANB®) = p(A) - p(ANB).

Me piden ver si A y B son independientes, es decir si p(AnB) = p(A)-p(B)

De p(BC) =07 - 1-p(B)=07, de donde p(B) =0'3.
De p(AuUB) = p(A) + p(B) - p(AnB), tenemos 0'6 = 0’4 + 0'3 - p(AnB), luego p(AnB) =01
Como p(AnB)=01=#p(A)-p(B) =04-03 =012, los sucesos no son independientes.
b)
Calcule p(A/BC).
ANB® A)-p(AnB
Me piden p(A/BS) = P - ) _p(A) p(c CB) _ (04— 01)(07) = 317 = 04286
p(B~) p(B~)

EJERCICIO 3_A
Parte I
Una empresa de teléfonos moéviles ha hecho un estudio sobre el tiempo que tardan sus baterias en
descargarse, llegando a la conclusién de que dicha duracion, en dias, sigue una ley Normal de media 3'8 y
desviacion tipica 1.
Se toma una muestra de 16 mdviles de esta empresa. Halle la probabilidad de que:
a) (1 punto) La duracién media de las baterias de la muestra esté comprendida entre 4'1 y 4’3 dias.
b) (1 punto) La duracion media de las baterias de la muestra sea inferior a 3'35 dias.
Solucién
o

Jﬁ),y

Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(y,

“Z)o X — N, =)

Jn Jn

Trabajamos en una normal N(0,1), para lo cual tenemos que tipificar la variable en la distribucién muestral
X—u

ol\n

Una empresa de teléfonos moéviles ha hecho un estudio sobre el tiempo que tardan sus baterias en
descargarse, llegando a la conclusién de que dicha duracion, en dias, sigue una ley Normal de media 3'8 y
desviacion tipica 1.

Se toma una muestra de 16 maviles de esta empresa. Halle la probabilidad de que:

a)

La duracién media de las baterias de la muestra esté comprendida entre 4'1 y 4'3 dias.

generalmente escribimos X ~ N(u ,

de medias, es decir Z =

Datos del problema: Distribucion de la poblacion — N(u,6) = N(3'8,1); u=38; 6 =1;n = 16;
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o 1

La distribucién muestral de las medias es X — N(u, —) = N(3'8 , —=) = N(3'8, 1/4) = N(3'8, 0'25)
Jn J16
Me estén pidiendo la probabilidad “p(4'1 < X < 4'3)"
< - 4'1-38 4'3-38
Luego p(4'1 X< 4'3) = {tipificamos} =p(——— <Z< ———)=p(l'2<2<L2) =
go p( ) = {tip G o5 ) =P )
=p(Z<2)-p(Z<12) ={Mirando en la tabla} = 0'9772 — 0’8888 = 0'0884.

b)

La duracién media de las baterias de la muestra sea inferior a 3’35 dias.
Me estén pidiendo la probabilidad “p( X < 3'35)"

Luego p(X < 3'35) = {tipificamos} = p(Z < %) =p(Z<-1'8) =1 - p(Z <1'8) = {Mirando en la tabla} =
=1-09641 = 0'0359.
OPCION B

EJERCICIO 1_B
(3 puntos) Calcule los valores maximo y minimo que alcanza la funcion F(x,y) = 3x + 5y, en el recinto del
plano determinado por las inecuaciones:

x20; y=20; 3x-2y=210; 2x+3y<24; x-5y=-1.

Solucién

Calcule los valores maximo y minimo que alcanza la funciéon F(x,y) = 3x + 5y, en el recinto del plano
determinado por las inecuaciones:

x20; y=20; 3x-2y=210; 2x+3y<24; x-5by=-1.

Las desigualdades x2=0; y=20; 3x-2y=210; 2x+ 3y<24; x-5y=2-1, las transformamos en

igualdades, y yasonrectas, x=0; y=0; 3x—2y=10; 2x+3y=24; x-5y=-1.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
X=0; y=0; y=3x/2-5; y=-2x/3+8; y=x/5+1/5.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, entre las que estaran los bordes del

recinto deIimitadoapor las inecuaciones dadas.

y=3x/2-5

x=0

Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De y=3x/2-5 e y=0,tenemos 3x/2 =5, luego x = 10/3 y el vértice es A(10/3,0).

De y=0 e y=-2x/3 + 8, tenemos 2x/3 =8, luego x =12 vy el vértice es B(12,0).

De y=-2x/3+8 e y=x/5+1/5,tenemos -2x/3+8=x/5+1/5 — -10x+120=3x+3 —

— 117 =13x —» x =9, de dondey =2, y el vértice es C(9,2).

De y=x/5+1/5 e y=3x/2-5,tenemos x/5+1/5=3x/2-5 — 2x+2=15x-50 —» 52=13x —» x =4,
de donde y =1,y el vértice es D(4,1).

Vemos que la region factible es el poligono convexo limitado por los vértices del recinto, que son: A(10/3,0),
B(12,0), C(9,2) y D(4,1).

El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estén en la
regién convexa acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(10/3,0), B(12,0), C(9,2) y D(4,1). En el caso de que coincidan en
dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(10/3,0) = 3(10/3) + 5(0) = 10; F(12,0) = 3(12) + 5(0) = 36;
F(9,2) = 3(9) + 5(2) = 37; F(4,1) = 3(4) + 5(1) = 17.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregién es 37 (el
mayor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(9,2), y el minimo absoluto de la funcién F en la
region es 10 (el menor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice A(10/3,0).
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EJERCICIO 2_B
Sea la funcion f(x) = -x* + 6x° - 9x.
a) (1 punto) Estudie la monotonia y calcule los extremos relativos de f.
b) (1 punto) Estudie la curvatura y calcule el punto de inflexion de f.
¢) (1 punto) Represente graficamente la funcién.
Solucién
Sea la funcion f(x) = -x° + 6x° - 9x.
a)
Estudie la monotonia y calcule los extremos relativos de f.

Sabemos que la monotonia es el estudio de la primera derivada.

f(x) = X2+ 6X° - 9x; f(x) = 3% +12x - 9.

Def(X)=0 — -3x°+12x—9=0=x"-4x + 3 =0, de donde las soluciones son x = 1y x = 3, que seran
los posibles extremos relativos.

Como f'(0) = -3(0)> + 12(0) - 9 = -9 < 0, f es estrictamente decreciente () en (-o,1).
Como f(2) = -3(2)* + 12(2) - 9 = 3 > 0, f es estrictamente creciente () en (1,3).

Como f(4) = -3(4)* + 12(4) - 9 = -9 < 0, f es estrictamente decreciente () en (3,+w).
Por definicion en x = 1 hay un minimo relativo que vale f(1) = -(1)3 + 6(1)2 -9(1) = -4.
Por definicion en x = 3 hay un maximo relativo que vale f(3) = -(3)3 + 6(3)2 -9(3)=0.

b)

Estudie la curvatura y calcule el punto de inflexion de f.

Sabemos que la curvatura es el estudio de la segunda derivada f ‘(x)

f(x) = X2+ 6X° - 9x; f(x) = 32+ 12x - 9; f'(x) = -6x + 12

De f “(x) = 0, tenemos -6x + 12 = 0, luego x = 2, que es un posible punto de inflexion.
Como f "(0) =-6(0) + 12 = 12 > 0, f(x) es convexa (L)en (-,2).

Como f“(3) =-6(3) + 12 =-6 < 0, f(x) es concava (M) en (2,+o).

Por definicién x = 2 es un punto de inflexion que vale f(2) =-(2)° + 6(2)° — 9(2) = -24.
c)

Represente graficamente la funcion.

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de la gréafica es:

EJERCICIO 3_B

Parte |

Se realiza una encuesta sobre las preferencias de vivir en la ciudad o en urbanizaciones cercanas. Del total
de la poblacion encuestada el 60% son mujeres, de las cuales prefieren vivir en la ciudad un 73%. Se sabe
gue la probabilidad de que una persona, sea hombre o mujer, desee vivir en la ciudad es 0'62.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que elegido un hombre al azar, prefiera vivir en la ciudad.

b) (1 punto) Supuesto que una persona, elegida al azar, desee vivir en la ciudad, calcule la probabilidad de
gue sea mujer.
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Solucion
Se realiza una encuesta sobre las preferencias de vivir en la ciudad o en urbanizaciones cercanas. Del total
de la poblacion encuestada el 60% son mujeres, de las cuales prefieren vivir en la ciudad un 73%. Se sabe
gue la probabilidad de que una persona, sea hombre o mujer, desee vivir en la ciudad es 0'62.

Llamemos M, H, C y C, a los sucesos siguientes, “ser mujer”, "ser hombre", "vivir en la ciudad" y "no vivir
en la ciudad", respectivamente.

Datos del problema p(M) = 60% = 0'6; p(C/M) = 73% = 0'73; p(C) = 0’62.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

M
o6

{”\H&/

—_1-X%

\,‘ cc

_C
o
o027
X — C

a)
Calcule la probabilidad de que elegido un hombre al azar, prefiera vivir en la ciudad.

Aplicando el teorema de la probabilidad total, tenemos:
p(C) =062 = p(M).p(C/M) + p(H).p(C/H) = (0’6)-(0'73) + (0'4)-(x), de donde x = (0'62 — 0'6-0'73)/0'4 = 0'455.

Me piden p(C/H) = x = 0’455.

b)

Supuesto que una persona, elegida al azar, desee vivir en la ciudad, calcule la probabilidad de que sea
mujer.

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
(MNC)  p(M).p(C/M)

p
M/C) = =
PIIC)= =00 p(C)

= (0'6)-(0'73):(0'62) = 0'70645.

EJERCICIO 3_B

Parte I

Se sabe que la velocidad de los coches que circulan por una carretera es una variable aleatoria que sigue
una distribucion Normal con desviacion tipica 12 km/hora.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria de 400 coches que da una velocidad media de 87 km/hora.
Obtenga un intervalo con un 95% de confianza, para la velocidad media del total de coches que circulan por
esa carretera.

b) (1 punto) Calcule el minimo tamafio de la muestra que se ha de tomar para estimar la velocidad media
del total de coches que circulan por esa carretera, con un error inferior a 1 km/hora para un nivel de
confianza del 99%.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -Z)
" "
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— w2

z z

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:

1.C. () = [i— z ., -%,? +z, %j = (a,b)

donde z142 Y Zao = - Ziq2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z, ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
2,.,6) (2z,,0)
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%) = (bl—a’zj .
-a

Se sabe que la velocidad de los coches que circulan por una carretera es una variable aleatoria que sigue
una distribucién Normal con desviacion tipica 12 km/hora.

a)

Se toma una muestra aleatoria de 400 coches que da una velocidad media de 87 km/hora. Obtenga un
intervalo con un 95% de confianza, para la velocidad media del total de coches que circulan por esa
carretera.

Datos del problema: ¢ =12, n =400, X = 87, nivel de confianza = 95% = 0'95 =1 - a, de donde o = 0’05, es
decir a/2 =0'05/2 = 0'025.

Dep(Z<2z14) =1-0/2=1-0025=0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y corresponde a z1.o» = 1'96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

.C. (W) = [i—zla,z -%,?+2H,2 %j = (87 i 1-96.%,37 4 1-96.%) = (85'824, 88'176).

b)
Calcule el minimo tamafio de la muestra que se ha de tomar para estimar la velocidad media del total de
coches que circulan por esa carretera, con un error inferior a 1 km/hora para un nivel de confianza del 99%.

Datos del problema: o = 12, error E < 1, nivel de confianza =99% =099 =1 - o, de donde a. = 0'01, es
decir o/2 =0'01/2 = 0'005.

De p(Z<2z14p) =1-0/2=1-0005=0995. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’995 no viene, y que una de las mas proximas es 0'9949 que corresponde a zi.q» = 2'57, por tanto el
tamafio minimos de la muestra es:

2 , 2
Den> (Zl“’éz'cj :(2 5; 12) = 951’1056, tenemos que el tamafio minimo es n = 952.
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