IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2005 (Modelo 6) Solucién German-Jesis Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1_A
(3 puntos) Una empresa monta dos tipos de ordenadores: fijos y portatiles. La empresa puede montar como
maximo 10 fijos y 15 portétiles a la semana, y dispone de 160 horas de trabajo a la semana. Se sabe que el
montaje de un fijo requiere 4 horas de trabajo, y reporta un beneficio de 100 euros, mientras que cada
portatil necesita 10 horas de trabajo y genera un beneficio de 150 euros. Calcule el numero de ordenadores
de cada tipo que deben montarse semanalmente para que el beneficio sea maximo, y obtenga dicho
beneficio.

Solucion

“x" = N° ordenadores fijos.
“y" = N° ordenadores portatiles.
Funcion Objetivo = Beneficio = F(x,y) = 100x + 150y. (fijo, beneficio de 100€; portatil, beneficio de 150€)

Restricciones:

Puede montar como méximo 10 fijos a la semana — x<10.

Puede montar como maximo 15 portatiles a la semana — y<15.

Montaje de un fijo requiere 4 horas, portatil necesita 10 horas de trabajo,

se dispone de 160 horas a la semana — 4x + 10y < 160.
Se fabricara algun ordenador. — x>0 e y=>20

Las desigualdades x<10; y<15; 4x+10y<160; x=>0; y=>0,lastransformamos en igualdades,
yyasonrectas, x=10; y=15; 4x+10y=160; x=0; y=0.

Para que nos sea mas féacil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
x=10; y=15; y=-4x/10+16; x=0; y=0;

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto en el cual estaran los
bordes del recinto delimitado por las inecuaciones dadas.
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Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0,tenemos el punto de corte es A(0,0)

Dey=0 y x =10, tenemos el punto de corte es B(10,0)

Dex=10 e y=-4x/10 + 16, tenemos y = 12, y el punto de corte es C(10,12)

Dey =-4x/10+16 e y =15; tenemos -4x/10+16 = 15, luego 10 =4x y x = 10/4 = 2’5 (absurdo). El punto
de corte es D(2'5,15).

Dex=0 e y=15, tenemos el punto de corte es E(0,15)

Vemos que los vértices del recinto son: A(0,0), B(10,0), C(10,12), D(2'5,15) y E(0,15).
Calculemos el maximo de la funcion F(x,y) = 100x + 150y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regiéon acotada, y que estos extremos deben estar situados en algin vértice del recinto, por lo que
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evaluamos F en los puntos anteriores A(0,0), B(10,0), C(10,12), D(2'5,15) y E(0,15). En el caso de que
coincidan en dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 100(0) + 150(0) =0; F(10,0) = 100(10) + 150(0) = 1000; F(10,12) = 100(10) + 150(12) = 2800;
F(2'5,15) = 100(2'5) + 150(15) = 2500; F(0,15) = 100(0) + 150(15) = 2250;

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en la regién es 2800 (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice B(100,12), es decir el beneficio maximo es de
28000€ y se alcanza montando 100 ordenadores fijos y 12 ordenadores portatiles.

EJERCICIO 2_A
- 2 i

Sea la funcion f(x) = { X2 + Sf x=0
X+ax si x>0

a) (1’5 puntos) Para a = -2 represente graficamente la funcion f, e indique sus extremos relativos.
b) (1’5 puntos) Determine el valor de a para que la funcion f sea derivable.
Solucion
2 .
. -X+2x si x<0
Sea la funcion f(x) = ¢ °, ]
X“+ax si x>0
a)
Para a = -2 represente graficamente la funcion f, e indique sus extremos relativos.
Xx’+2x si x<0

Para a =-2 tenemos f(x) = ]
x*-2x si x>0

Six<0,f(x)= X2+ 2x.

Su gréfica es un trozo de parabola con las ramas hacia abajo ("), porque el n° que multiplica a x° es
negativo (-), luego es céncava (en Andalucia). La abscisa de su vértice V es la solucion de f '(x) = 0, es decir
-2x +2 =0, de donde x =1, y V(1,f(1)) = V(1,1). Los puntos de corte son:

Para x = 0, punto (0,f(0)) = (0,0).

Para f(x) = 0, X +2x=0= X(-x + 2), de donde x =0 y x =2(No esta en su dominio). Punto (0,f(0)) = (0,0).

Six>0,f(x) = X — 2X.

Su gréfica es un trozo de parabola con las ramas hacia arriba (U), porque el n° que multiplica a x* es
positivo (+), luego es convexa (en Andalucia). La abscisa de su vértice V es la solucién de f'(x) = 0, es decir
2x—2=0,de donde x =1, y V(1,f(1)) = V(1,-1).

Los puntos de corte son:

Para x = 0, punto (0,f(0)) = (0,0).

Para f(x) = 0, x*—2x=0= X(x — 2), de donde x = O(No esta en su dominio) y x = 2. Punto (2,f(2)) = (2,0).

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de las graficas es:

/ N

Mirando la gréafico vemos que el punto (0,0) es un maximo relativo y el punto (1,-1) es un minimo relativo.
b)
Determine el valor de a para que la funcién f sea derivable.
Sabemos que si una funcién es derivable, la funcién es continua.
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x> +2x es un funcién polinémica, por tanto continua y derivable en R, en particular en x < 0.
x* — 2x_es un funcién polinémica, por tanto continua y derivable en R, en particular en x > 0.
Veamos la continuidad y derivabilidad de f enx =0

Como f es continua en x = 0, tenemos f(0) = Iir?i f(x) = Iin01 f(x).
f(0) = lim (x) = lim (-x* +2x) = 0.
Iiry f(x) = Iino”n (x> — 2x) = 0. Como ambas expresiones son iguales, f es continua en x =0

independientemente del valor de “a”, por tanto f es continua en R.
X°+2x si x<0 2x+2 si x<0

Tenemos f(x) = § ] , .
X“+ax si x>0 2x+a si x>0

, de donde: f’'(x) = {

Como f es derivable en x =0, tenemos f(0+) = f'(0-), es decir Iirpﬁ f'(x) = Iin01 f'(x). Estamos viendo la

continuidad de la derivada (es mas sencillo).
Iing_ f'(x) = Iing_ (-2x+2) = 2.

IirQ f(x) = Iin01 (2x + a) = a, por tanto como es derivable en x = 0 tenemos a = 2.
X—0+ X—>0+

EJERCICIO 3_A
Parte |
En un concurso se dispone de cinco sobres; dos de ellos contienen premio y los otros tres no. Se pide a un
primer concursante que escoja un sobre y observe si tiene premio, y a un segundo concursante que elija
otro de los restantes y observe si tiene premio.
a) (1 punto) Escriba el conjunto de resultados posibles asociado a este experimento e indique la
probabilidad de cada uno de ellos.
b) (1 punto) ¢ Qué probabilidad tiene el segundo concursante de obtener premio? ¢ Cual es la probabilidad
de que ambos concursantes obtengan premio?

Solucién
En un concurso se dispone de cinco sobres; dos de ellos contienen premio y los otros tres no. Se pide a un
primer concursante que escoja un sobre y observe si tiene premio, y a un segundo concursante que elija
otro de los restantes y observe si tiene premio.
a)
Escriba el conjunto de resultados posibles asociado a este experimento e indique la probabilidad de cada
uno de ellos.

LI

Llamemos Ay, A;©, B, y B,", a los sucesos siguientes, “concursante 1° tiene premio”, “concursante 1° no

” o

tiene premio”, “concursante 2° tiene premio” y “concursante 2° no tiene premio”, respectivamente.
Sabemos que p(AnB) = p(A)-p(B/A); p(AC) =1-p(A).

El conjunto de resultados es { A;nB,, AinB.°, A;“NB,, A;°“"B,}. Las probabilidades son:
P(A1nB,) = p(A1)-p(B/A) = (2/5)-(1/4) = 1/10 = 0'1

P(A1MB,%) = p(A1)-p(B.S/A;) = (2/5)-(3/4) = 3/10 = 0'3

P(AL“MB,) = p(AL°)-p(B/ALC) = (3/5)-(2/4) = 3/10 = 0’3

P(A“MB,%) = p(A:%)-p(B, /A ) = (3/5)-(2/4) = 3/10 = 0’3

b)
¢ Qué probabilidad tiene el segundo concursante de obtener premio? ¢,Cual es la probabilidad de que
ambos concursantes obtengan premio?

Mirando el conjunto de resultados tenemos que:
p(el segundo concursante de obtener premio) = p(A;nB,) + p(AlcmBz) =01+03=04.
p(ambos concursantes tienen) = p(A;nB,) = 0'1.

EJERCICIO 3_A

Parte 1l

Se supone que la puntuacién obtenida por cada uno de los tiradores participantes en la sede de Gador de
los “Juegos Mediterraneos Almeria 2005, es una variable aleatoria que sigue una distribucién Normal con
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desviacién tipica 6 puntos. Se toma una muestra aleatoria de tamafio 36 que da una media de 35 puntos.

a) (1 punto) Obtenga un intervalo, con un 95% de confianza, para la puntuacién media del total de tiradores.
b) (1 punto) Calcule el tamafio minimo de la muestra que se ha de tomar para estimar la puntuacién media
del total de tiradores, con un error inferior a 1 punto y con un nivel de confianza del 99%.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -Z)
" n " n
1
— w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o _— o
I.C. (w) = (X Ly g T X 2y 0 _j =(a,b)
Jn Jn

donde z142 Y Zao = - Zi.q2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibon esE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
z o) 2:z o)
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%) = (bl—a’zj .
-a

Se supone que la puntuacion obtenida por cada uno de los tiradores participantes en la sede de Gador de
los “Juegos Mediterraneos Almeria 2005, es una variable aleatoria que sigue una distribucién Normal con
desviacién tipica 6 puntos. Se toma una muestra aleatoria de tamafio 36 que da una media de 35 puntos.

a)

Obtenga un intervalo, con un 95% de confianza, para la puntuacion media del total de tiradores.

Datos del problema: ¢ = 6, n = 36, X = 35, nivel de confianza = 95% = 0'95 = 1 - «, de donde o = 0’05, es
decir a/2 =0'05/2 = 0'025.

De p(Z<ziq42) =1-0/2=1-0025 =0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’975 viene, y corresponde a z;.4» = 1'96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

1.C. (W) = [i—zla,z I X4z, %j = [35 1'96--0_ 35+ 1'96-ij = (33'04, 36'96).
n n

Jn V36 V36
b)

Calcule el tamafio minimo de la muestra que se ha de tomar para estimar la puntuacion media del total de
tiradores, con un error inferior a 1 punto y con un nivel de confianza del 99%.

Datos del problema: ¢ = 6, E <1, nivel de confianza = 99% = 099 = 1 - «, de donde o = 0'01, es decir
o/2 =0'01/2 = 0'005.

De p(Z<z142) =1-a/2=1-0005=0'995. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'995 no viene, y que una de la mas proxima es 0’9949 que corresponde a z;.q» = 2'57.

2 2
Z, '57 .
Den> ( 1“;5’2 Gj = (2 5176j = 237’7764, tenemos que el tamafio minimo es n = 238.
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OPCION B
EJERCICIO 1_B
esas (] ) vee{i o
Sean las matrices A = y B=
-y X 10

a) (1 punto) Calcule, si existe, la matriz inversa de B.
b) (2 puntos) SiIA-B=B-A y A+A =31, calculexey.

Solucion
-1 2
Sean las matrices A = Xy y B=
-y X 10

a)
Calcule, si existe, la matriz inversa de B.

Dada la matriz B si mediante transformaciones elementales de Gauss podemos pasar de (B|l) a (I|D) la
matriz D es la inversa de B, es decir D = B™. También podemos calcularla con la férmula B'= é-Adj(B‘).

-1 2|1 0)Cambio 1 0|0 1 1 0|0 1 1 0|0 1 a
(BIN = ~ ~ ~ = (1IB™), luego
1 0|0 1)FEporF, (-1 2|1 o) +F o 2|1 1R l0 1|12 112

gio(0 1
12 1/2

Veamoslo por la férmula:

‘102 ‘11 0 -2 0 -2
|B| = =0-2=-2; B'= Adj(B") = ,luego B™ = i-Adj(Bt) = (1/-2)- =
10 2 0 101 |B| -10-1

0 1
= , que vemos que es la misma.
12 1/2

b)
SiIAB=BA y A+A =3, calculexey.

X y) (-1 2 -X+y  2X
AB = . =
-y X 10 Xty -2y
B.A = -1 2 IR -X-2y 2X-y
1 0) \~y X y
Igualando tenemos: -x+y =-x-2y; 2x =2X-y; X+ty=X; -2y=y,dedondey =0 y X =X.

A+At=3'I_)xy+x—y=3.30 2x0:30
2 -y X y X 0 3 0 2x 0 3

Igualando tenemos: 2x = 3 de donde x = 3/2.
Luego los valores pedidos son x=3/2 e y =0.

x

EJERCICIO 2_B
. x+1
Sea la funcién f(x) = — .
X+2
a) (2 puntos) Determine su dominio, puntos de corte con los ejes, las asintotas y la monotonia.
b) (1 punto) Represente graficamente esta funcion.
Solucion
. x+1
Sea la funciéon f(x) = —.
X+2
(@) y (b)
Determine su dominio, puntos de corte con los gjes, las asintotas y la monotonia. Represente graficamente
esta funcion.

Sabemos que el dominio de las funciones racionales es = R — {n°® anulan denominador} = R — {-2}.
Puntos de corte:

Para x = 0, punto (0,f(0)) = (0,1/2).

Para f(x) =0 — x+1 =0, de donde x = -1. Punto (-1,0).
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Sabemos que los cocientes de funciones polinébmicas tienen una asintota horizontal (A.H.) si coincide el
grado del numerador con el del denominador, que es nuestro caso, y ademas dicha A.H. es la misma en +o.

También sabemos que los niUmeros que anulan el denominador son asintotas verticales (A.V.), si el limite
en dicho nimero es «, que también es nuestro caso.

+
Tenemos f(x) = XT; , cuya grafica es una hipérbola y sabemos tiene una A.V. y una A.H.
X

, . . x+1 )
El nGmero que anula el denominador (x+2=0) es x = -2, y como Img ey =-1/0 =+ o, larectax=-2 es
X—>-2- X

una A.V. de f. Ademas a la izquierda del -2, f esta en + .
x+1

De lim i -1/0" = - 0, luego a la derecha del -2, f esta en - .
X>2+ X

+
Como lim XT; = lim (xx)= Ilim (1)=1,larectay=1esunaA.H. en *w.
X400 ¥ X—>+0 X—>+0

+
De lim (f(x) - A.H.) = lim [XT;— j =0, tenemos que f esta por debajo de la A.H. en + o.
X—>+0 x—+0 | X
+ + i .
De lim (f(x) - A.H.) = lim (%—1} =0, tenemos que f estd por encima de la A.H. en - .
X—>—00 X—>—0 X
Teniendo en cuenta lo anterior, un esbozo de la grafica de f es:

Observando la grafica vemos que f es estrictamente creciente en su dominio R — {-2}
También se podria comprobar viendo que f ‘(x) es > 0 en su dominio.

EJERCICIO 3_B
Parte |
Juan dispone de dos dias para estudiar un examen. La probabilidad de estudiarlo solamente el primer dia
es del 10%, la de estudiarlo los dos dias es del 10% y la de no hacerlo ningun dia es del 25%. Calcule la
probabilidad de que Juan estudie el examen en cada uno de los siguientes casos:
a) (0’5 puntos) El segundo dia.
b) (0’75 puntos) Solamente el segundo dia.
¢) (0’75 puntos) El segundo dia, sabiendo que no lo ha hecho el primero.

Solucién
Juan dispone de dos dias para estudiar un examen. La probabilidad de estudiarlo solamente el primer dia
es del 10%, la de estudiarlo los dos dias es del 10% y la de no hacerlo ningin dia es del 25%. Calcule la
probabilidad de que Juan estudie el examen en cada uno de los siguientes casos:
a)
El segundo dia.

Sean los sucesos A y B los sucesos “estudiar el primer dia” y “estudiar los dos dias” respectivamente.
Datos del problema: p(A y noB) = p(A~B®) = 10% = 0'1, p(AnB) = 10% = 0’1 y p(A°"B®) = 25% = 0'25.

Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(AC) =1-p(A); p(ACmBC) = {ley de Morgan} = p(AuB)C =
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= {suceso contrario} = 1 - p(AuB); p(ANB®) = p(A) - p(AnB); p(B/A) = %
p
Me piden p(B).
Tenemos p(AmBC) ==0'1=p(A) - p(AnB), de donde p(A) =0'1 + p(AnB) =01+ 0’1 = 0'2.
De p(A°~B®) = 025 = 1 - p(AUB); tenemos p(ALB) =1 —0'25 = 0'75.
De p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB), tenemos p(B) = p(AuB) + p(AnB) — p(A) =0'75+0'1 - 0'2 = 0'65.
b)
Solamente el segundo dia.
Me pide p(noAy B) = p(ACmB) =p(B) - p(AnB) =0'65 -0’1 = 0'55.
c)
El segundo dia, sabiendo que no lo ha hecho el primero.

_ P(BNA®) _p(B)-p(AnB)

Me pid B/A®
e piden PB/AD =R 1-p®)

= (0'65 — 0°'1)/(1 — 0'2) = 0’55/ 0’8 = 0’6875.

EJERCICIO 3_B

Parte I

El peso de los cerdos de una granja sigue una ley Normal con desviacion tipica 18 kg.

a) (1 punto) Determine el tamafio minimo de una muestra para obtener un intervalo de confianza, para la
media de la poblacién, de amplitud 5 kg con un nivel de confianza del 95%.

b) (1 punto) Si la media de los pesos de los cerdos de la granja fuera 92 kg, ¢,cudl seria la probabilidad de
gue el peso medio de una muestra de 100 cerdos estuviese entre 88 y 92 kg?

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -Z)
" n " n
1
— w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— O — o
I.C. () = [x —Zy = X+ 2y —] = (a,b)
Jn Jn

donde zi42 Y Zao = - Ziq2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacibonesE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__,, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
z o) 2:z o)
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%) = (bl—a’zj .
-a

El peso de los cerdos de una granja sigue una ley Normal con desviacion tipica 18 kg.

a)

Determine el tamafio minimo de una muestra para obtener un intervalo de confianza, para la media de la
poblacién, de amplitud 5 kg con un nivel de confianza del 95%.

Datos del problema: ¢ = 18, amplitud = b — a = 5, nivel de confianza = 95% = 0'95 =1 - a, de donde o =
0’05, es decir a/2 =0'05/2 = 0'025.

Dep(Z=<z142)=1-a/2=1-0025=0'975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'975 viene, y corresponde a z3.42 = 1'96, por tanto el tamafio minimo de la muestra es:
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2 2 . 2

De n=|Zrez®]| _ 221000 | _ (2'1 96 18) = 199'15. El tamafio de la muestra es n = 200.
E b-a 5

b)

Si la media de los pesos de los cerdos de la granja fuera 92 kg, ¢,cual seria la probabilidad de que el peso

medio de una muestra de 100 cerdos estuviese entre 88 y 92 kg?

Datos del problema: ¢ =18, X =92, n = 100.

%) - N©2, 8y = N(92, 1'8) = N(9, 0'5)

4100

La distribucién de las medias muestrales es X — N(X,

Me estén pidiendo la probabilidad “p(88 < X < 92)”

8-92 <7< 92-92
1'8 1'8
=p(Z<000)-p(Z<-222)=p(Z<000)—-[1-p(Z<222)] ={Mirando en la tabla} =
=0'5-(1-09868) = 0'4868.

Luego p(88 <X < 92) = {tipificamos} = p( 8 )=p(-2'22<Z<000) =
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