IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2006 (Modelo 1 ) Solucién

OPCION A

German-Jesus Rubio Luna

EJERCICIO 1_A

(3 puntos) Una imprenta local edita periddicos y revistas. Para cada periddico necesita un cartucho de tinta
negra y otro de color, y para cada revista uno de tinta negra y dos de color. Si so6lo dispone de 800
cartuchos de tinta negra y 1100 de color, y si no puede imprimir mas de 400 revistas, ¢cuanto dinero podra

ingresar como maximo, si vende cada periédico a 0’9 euros y cada revista a 1'2 euros?

Solucion
“x” = Namero de periddicos.

y” = NUmero de revistas.

Funcion Objetivo F(x,y) = 0'9x + 1'2y. (vende cada periddico a 0'9€ y cada revista a 1'2€)

Restricciones:

Periddicos | Revistas | Cantidad

Tinta negra 1 1 800

Tinta color 1 2 1100
Tinta negra (hay 800): un cartucho para periédico y otro pararevista — x+y<800.
Tinta color (hay 1100): un cartucho para periodico y dos para revista — x+ 2y <1100.
No puede imprimir mas de 400 revistas. — y<400
Se edita algin periddico y alguna revista. - x>0 e y>0
Las desigualdades x+y<800; x+2y<1100; y<400; x2>0; y=0,lastransformamos en
igualdades, y ya sonrectas, x+y=800; x+2y=1100; y=400; x=0; y=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=-x+800; y=-x/2+550; y=400; x=0; y=0;

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto en el cual estaran los
bordes del recinto delimitado por las inecuaciones dadas.

y= X2+550
E ~ D

400 By

y= 400

300+

200

100+ y= -x+800

y=0
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Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0.El punto de corte es A(0,0)

Dey=0 e y=-x+800, tenemos 0 = -x+800 es decir x = 800. El punto de corte es B(800,0)

Dey =-x+800 e y =-x/2 + 550; tenemos -x+800 = -x/2 + 550, es decir -2x+1600 = -x + 1100, luego
x =500 e y=300. El punto de corte es C(500,300)

Dey =400 e y=-x/2 +550; tenemos 400 =-x/2 + 550, es decir 800 =-x + 1100, luego

x =300, y el punto de corte es D(300,400)

De x=0 e y=400. Tenemos el punto de corte es E(0,400)

Vemos que los vértices del recinto son: A(0;0), B(800,0), C(500;300), D(300,400) y E (0;400).
Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 0'9x + 1’2y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regiobn acotada, y que estos extremos deben estar situados en algin vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0;0), B(800,0), C(500;300), D(300,400) y E (0;400). En el caso de
que coincidan en dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 0'9-(0)+1'2(0) = 0; F(800,0) = 0'9-(800)+1'2(0) = 720; F(500,300) = 0’9-(500)+1'2(300) = 810;
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F(300,400) = 0'9-(300) + 1'2(400) = 750; F(0,400) = 0'9-(0) + 1'2(400) = 480.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregion es 810 (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(500,300), es decir el nimero beneficio maximo
es de 810€ y se alcanza editando 500 periédicos y 300 revistas.

EJERCICIO 2_A
Sean las funciones f(x) = X2 —4x + 6 y g(x)=2x-— X2
a) (2 puntos) Determine, para cada una de ellas, los puntos de corte con los ejes, el vértice y la curvatura.
Represéntelas graficamente.
b) (1 punto) Determine el valor de x para el que se hace minima la funcion h(x) = f(x) - g(x).
Solucion
Sean las funciones f(x) = x*—4x+6 y g(x) = 2x — x°.
a)
Determine, para cada una de ellas, los puntos de corte con los ejes, el vértice y la curvatura. Represéntelas
graficamente.

f(x) = x* — 4x + 6.

Su gréfica es una parabola con las ramas hacia arriba (U), porque el n® que multiplica a x* es positivo (+),
luego es convexa (en Andalucia. Después veremos que f’(x) > 0)). La abscisa de su vértice V es la solucion
de f'(x) = 0, es decir 2x — 4 = 0, de donde x = 2, y V(2,f(2)) = V(2,2).

Los puntos de corte son:

Para x = 0, punto (0,f(0)) = (0,6).

+ 4/ -
Para f(x) = 0, x* - 4x + 6 = 0, de donde x = # , Y no tiene soluciones reales, por tanto no corta al
eje OX (lo podriamos ver antes por la forma de la parabola y el punto vértice que es el minimo absoluto).
f(x) = X2 — 4x + 6, f'(x) = 2x — 4, f'(x) =2 > 0, luego f es convexa (U).

g(x) = 2x — X2

Su gréfica es una parabola con las ramas hacia abajo ("), porque el n® que multiplica a x* es negativo
(), luego es concava (en Andalucia. Después veremos que g”(x) < 0)). La abscisa de su vértice V es la
solucién de g'(x) = 0, es decir 2 -2x =0, de donde x =1,y V(1,9(1)) = V(1,1). Los puntos de corte son:
Para x = 0, punto (0,g(0)) = (0,0), (no esta en el dominio).

Para f(x) = 0, 2x —x* =0 = x(2 — x), de donde x =0 y x = 2. Puntos (0,9(0)) = (0,0) y (2,9(2)) = (2,0).
g(x) = 2x - X%, g'(x) = 2 — 2x, g"(x) =-2 <0, luego f es concava (N).

Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de las gréficas es:

J(x) =22 — 2*

b)
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Determine el valor de x para el que se hace minima la funcion h(x) = f(x) - g(x).

h(x) = f(x) - g(x) = (X* — 4x + 6) — (2x — x°) = 2x° — 6x + 6.
Sih'(a)=0 y h”(a) > 0, x =a es un minimo relativo.

Vemos que la grafica de h es una parabola con las ramas hacia arriba, luego su vértice es un minimo
relativo y absoluto.

h(x) = 2x* —6x + 6; h'(x) = 4x—6; h'(x) = 4.

De h'(x) = 0, tenemos 4x — 6 = 0, luego x = 6/4 = 3/2 = 1'5.

Como h”(1'5) =4 >0, x = 1'5 es un minimo relativo y vale h(1’5) = 2(1'5)? — 6(1'5) + 6 = 3/2 = 1'5.

EJERCICIO 3_A
Parte |
Sean Ay B dos sucesos tales que p(A%) = 0'60, p(B) = 0'25 y p(AUB) = 0'55.
a) (1 punto) Razone si Ay B son independientes.
b) (1 punto) Calcule p(A°UB®).
Solucion
Sean Ay B dos sucesos tales que p(A%) = 0'60, p(B) = 0'25 y p(AUB) = 0'55.
a)
Razone si Ay B son independientes.

Del problema tenemos p(AC) =060, p(B) =025 y p(AuB) =0'55.

Sabemos que p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB); A y B son independientes si p(AnB) = p(A)-p(B);
p(A%) = 1 - p(A); p(A°UB®) = {Ley de Morgan} = p(A~B)° = {suceso contrario} = 1 - p(A"B).

De p(A®) = 1 - p(A), tenemos p(A) =1 — 0'6 = 0'4.

De p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB), tenemos p(AnB) = p(A) + p(B) - p(AuB) =04 + 0'25 - 0’55 = 0'1.
Como 0’1 = 0'4-0'25, tenemos que p(AnB) = p(A)-p(B) y los sucesos A y B son independientes.
Calcule la probabilidad de que un cliente ni compre, ni solicite la colaboracién de los dependientes.

b)
Calcule p(A°UB®).

Tenemos p(A“UB®) = {Ley de Morgan} = p(AnB)° = {suceso contrario} = 1 - p(A~B) =1 —0'1 = 0'9.

EJERCICIO 3_A

Parte Il

(2 puntos) De 500 encuestados en una poblacion, 350 se mostraron favorables a la retransmisiéon de
debates televisivos en tiempos de elecciones.

Calcule un intervalo de confianza, al 99'5%, para la proporciébn de personas favorables a estas
retransmisiones.

Solucion
Sabemos que si n = 30 para la proporcion muestral p, el estimador PROPORCION MUESTRAL f) sigue

~ A

una normal N(ﬁ, M) qgue es la distribucién muestral de proporciones, donde a =1- f),y
n

~ A~ ~ A

generalmente escribimos p ~N(p, ﬁ) o p—N(p, Pq ).
n n

— w2

z_ . E

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la proporcion p de las muestras es:

I.C.(p) = (f) - zl_a,z.JE,ﬁ + zl_a,z.\/@J = (b-a)
n n
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donde z, 4, €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z~N(0,1) que verifica
p(Z < zl_a/2)21-a/2.

El error cometidoes E < z

—— 2 A
Lal2 p(lr: P _ (b-a)/2, de donde el tamafio de la muestra es n > (Zl“’;#

De 500 encuestados en una poblacién, 350 se mostraron favorables a la retransmision de debates
televisivos en tiempos de elecciones.

Calcule un intervalo de confianza, al 99'5%, para la proporcién de personas favorables a estas
retransmisiones.

Datos del problema: |5: 350/500 = 07, a: 1-07 =03, n=500, nivel de confianzal— o = 99'5% =

= 0’995, de donde o = 0’005 = 0'5% como nivel de significacion.
De o = 0’005 tenemos a/2 = 0'0025

De laigualdad p(Z £ z1.42) =1- /2 =1-00025 = 0’9975, que se mira en la tabla de la distribucién Normal
N(0,1), y nos dara el correspondiente valor critico z; . 4». Mirando en la tabla de la N(0,1) vemos que el valor
0’9975 viene en la tabla y corresponde a z; o, = 2'81. Por tanto el intervalo de confianza pedido es:

_|a p-q . P | _ (A . 0'70'3 ., : 0'70'3
I.C.(p)=| P - JEE P+ /— =107-281—=207-281| =
) {p S\ P T BT ] [ 500 500

= (0'6421; 0'7576)

OPCION B
EJERCICIO 1_B

. 2 - 10
Sean las matrices A = ,B= .
-1 0 12

a) (1’5 puntos) Calcule A (2B + 3l).
b) (1'5 puntos) Determine la matriz X para que X-A=A + |,.

Solucién
. 2 - 10
Sean las matrices A = ,B= .
-1 0 12

a)
Calcule A (2B + 31).

Dada la matriz A si mediante transformaciones elementales de Gauss podemos pasar de (A|l) a (I|D) la

matriz D es la inversa de A, es decir D = A™. También podemos calcularla con la formula A™ = ﬁ-Adj(A‘) .

(2 -1‘1 OJCambio (-1 0 ‘o 1] (-1 0 ‘o 1]F1-(-1)
1 0/0 1JFporF, (2 -1|1 0JFE+2-F (0 -1|1 2JF(-1
(All) = L POrT S 2 ( )=(I|A'l), luego
1 0/0 -1
“lo 1|1 -2
A-l: 0 '1
1 -2
Veamoslo por la férmula:

2 - 2 -1 01 0 -1
|A| = =0-1=-1; A'= . Adj(A) = ,IuegoA’l:i-Adj(A‘): .
-1 0 -1 0 12 IA| A1 -2

- 1 1 - 2 -
Luego At@B+31) =[O T|[2[F Osalt O[O (2 O3 O] =0 t)[° 9=
-1 -2 12 01 -1 -2 2 4 0 3 -1 0-2)\2 7
(-2 -7
-9 -14)
b)
Determine la matriz X para que X-A=A + I,.

Multiplicando la expresién X-A = A + I,. Por la derecha por A tenemos X-A-A™ = A-A™ + 1,-A™, de donde
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X =l +At=X= Loy (o oty
01 1 2 1 -1

EJERCICIO 2_B
Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

Loy, (5x-2)°. b) (1 punto) g(x) = (x* + 2)-L(x" + 2).
c) (1 punto) h(x)=3>*+e”*

a) (1 punto) f(x) =

Solucion
Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
L (5x-2)°. b) (L punto) g(x) = (x* + 2)-L(x’ + 2).
X
c) (1 punto) h(x)=3>*+e”*

a) (1 punto) f(x) =

Recordamos algunas derivadas y reglas de derivacion. También algo sobre extremos absolutos

uawmwr:fawgaxuarmmr=wmgawﬂm@b¢[“”J:””g“*“”g“ﬁ

9(x) (9(x))*
((F)*) = kF)“ P (x); (@) = a“In(a); () = k.e®™; () =kx*"  (In(f(x))’ =%; (k) =0
fx)= 1 'XSX + (5x-2)°
on . =3:x - (1-3x)-1 (Ey . oVe - ~1 ey
f'(x) = — +3:(5x-2)5 v +15-(5x - 2)

g(x) = (X* + 2)-L(x* + 2)
2x3+ 4x
X2+ 2

2X

g'(X) = 2x-L( + 2) + (X* + 2)- v

5 = 2%-L(X + 2) +

h(X) - 35)( + ex.
h'(x) = 3%:In(3)-5 + €* = 5.In(3)-3% + *,

EJERCICIO 3_B
Parte |
Una urna contiene tres bolas azules y cuatro rojas. Se extraen al azar tres bolas sucesivamente con
reemplazamiento.
a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que las tres sean del mismo color.
b) (1 punto) Calcule la probabilidad de que dos sean azules y una roja.
Solucion
Una urna contiene tres bolas azules y cuatro rojas. Se extraen al azar tres bolas sucesivamente con
reemplazamiento.
a)
Calcule la proba.bilidad de que las tres sean del mismo color.

Sean A y R; los sucesos “sacar bola azul en la extraccién nimero i” y “sacar bola roja en la extraccion
namero i".

Como las extracciones son con reemplazamiento los sucesos son independientes y no dependen de la
extraccion

[0}
Sabemos que p(A) = N° de casos favorables , P(ANB) = p(A)-p(B) si los sucesos son independientes.

N° de casos posibles
El extraer tres bolas es lo mismo

Me piden p(las tres bolas del mismo color) = p(las tres azules ¢ las tres rojas) =

= p(A1NANA3) + P(R1NR2MR3) = p(A1)-p(A2): P(A3z) ) + P(R1)-p(R2)- p(R3) ) =
gjrubio@hotmail.com ]
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= (3/7)-(3/7)-(3/7) + (417)-(4/7)-(4/7) = 13/49.

b)

Calcule la probabilidad de que dos sean azules y una roja.

Me piden p(dos sean azules y una roja) = p(A1nA2NR3) + p(A1NR2NAgR) + p(R1NANA3) =
= p(A1)-p(A2)-P(Rs) + p(A1)-p(R2)-p(As) + p(R1)-p(A2)-p(As) =

= (3/7)-(3/7)-(4I7) + (3/7)-(4/7)-(3/7) + (4/7)-(3/7)-(3/7) = 108/343.

EJERCICIO 3_B

Parte 1l

El gasto anual, en videojuegos, de los jévenes de una ciudad sigue una ley Normal de media desconocida p
y desviacion tipica 18 euros. Elegida, al azar, una muestra de 144 jovenes se ha obtenido un gasto medio
de 120 euros.

a) (0’5 puntos) Indique la distribucién de las medias de las muestras de tamafio 144.

b) (075 puntos) Determine un intervalo de confianza, al 99%, para el gasto medio en videojuegos de los
jovenes de esa ciudad.

¢) (0’75 puntos) ¢ Qué tamafio muestral minimo deberiamos tomar para, con la misma confianza, obtener un
error menor que 1'9?

Solucion
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(y, %), y
n
. v o v o
generalmente escribimos X *N(u, —=) o0 X — N(p, —=)
Jn Jn
1
— w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
o

1.C. (u) = (i ~z, ., -%,m z ., 'ﬁ] = (a,b)

donde zi.qo Y Za2 = - Z1.g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ zyqp) =1 - a/2

También sabemos que el error maximo de la estimacionesE = z,_ ~%, para el intervalo de la media.
n
Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,__, ~% = 2-E, de donde E = (b — a)/2, por tanto el tamafio
n

2
. Z, ..C
minimo de la muestra es n = (%) )

El gasto anual, en videojuegos, de los jovenes de una ciudad sigue una ley Normal de media desconocida p
y desviacion tipica 18 euros. Elegida, al azar, una muestra de 144 jovenes se ha obtenido un gasto medio
de 120 euros.

a)

Indique la distribucion de las medias de las muestras de tamafio 144.

Sabemos que la distribucién muestral de medias X , sigue una normal N(p,%) = N(1zo,%) =
n

18 3
=N(120,>=) = N(120,=~) = N(120,1'5
(120,75 = N(120, ) = N( )

b)
Determine un intervalo de confianza, al 99%, para el gasto medio en videojuegos de los jévenes de esa
ciudad.

Datos del problema: o = 18, n = 144, X =120, o/~/n = 1’5, nivel de confianza = 9% = 099 = 1 - o, de donde
o =001.
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De 1 - a =099, tenemos a = 1- 0'93 = 0’01, de donde o/2 = 0'01/2 = 0’005

Dep(Z<z1q0) =1-0a/2=1-0005=0995. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0’995 no viene, y una de las mas proxima es 0'9949 que corresponde a z;.» = 2’57, por tanto el intervalo de
confianza pedido es:

1.C. (u) = (i —7, - X+2Z,,, %j = (120 — 2’57-1'5, 120 + 2’57-1'5) = (116'145,123'855)
n

Jn
c)

¢, Qué tamafio muestral minimo deberiamos tomar para, con la misma confianza, obtener un error menor
que 1'9?

Datos del problema: ¢ = 18, E < 1'9, con el nivel de confianza tenemos z;.q» = 2'57.

z, o) (2'5718Y
Den > ( “EZ' j =( 9 j = 792’7943, es decir el tamafio minimo es n = 793.
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