IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 2006 (Modelo 2 Septiembre) Solucion German-Jesus Rubio Luna

OPCION A

EJERCICIO 1_A
a) (1'5 puntos) Represente graficamente el recinto definido por el siguiente sistema de inecuaciones:
x23(y—3); 2x+3y<36; x<15; x20; y=0.
b) (1 punto) Calcule los vértices del recinto.
¢) (0’5 puntos) Obtenga el valor maximo de la funcidon F(x, y) = 8x + 12y en este recinto e indique donde se
alcanza.
Solucién
Funcién Objetivo F(x,y) = 8x + 12y.
Restricciones:

Que son las desigualdades x=3(y—3); 2x+3y<36; x<15; x20; y=0;y las transformamos en
igualdades, y yasonrectas, x=3(y—-3); 2x+3y=36; x=15; x=0; y=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos

y=x/3+3; y=-2x/13+12; x=15; x=0; y=0;

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto en el cual estaran los
bordes del recinto delimitado por las inecuaciones dadas.

y=0
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Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones de las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0.El punto de corte es A(0,0)

De x=15 e y=0.El punto de corte es B(15,0)

Dex=15 e y=-2x/3 + 12; tenemos y = 2. El punto de corte es C(15,2)

Dey=-2x/3+12 e y=x/3+3; tenemos -2x/3 + 12 = x/3 + 3, es decir -2x + 36 = x + 9, luego 27 = 3,
luego x =9 e y =86,y el punto de corte es D(9,6)

Dex=0 e y=x/3 + 3, tenemos y = 3, y el punto de corte es E(0,3)

Vemos que los vértices del recinto son: A(0;0), B(15,0), C(15;2), D(9,6) y E (0;3).
Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 8x + 12y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0;0), B(15,0), C(15;2), D(9,6) y E (0;3). En el caso de que coincidan
en dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 8(0)+12(0) = 0; F(15,0) = 8(15)+12(0) = 120; F(15,2) = 8(15)+12(2) = 144;
F(9,6) = 8(9)+12(6) = 144; F(0,3) = 8(0)+12(3) = 36.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el madximo absoluto de la funcién F en la regién es 144 (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en los vértices C(15,2) y D(9,6), es decir en todo el segmento
gue une el vértice C con el vértice D.

EJERCICIO 2_A

a) (1'5 puntos) La grafica de la funcion derivada de una funcién f es la parabola de vértice (0,2) que corta al
eje de abscisas en los puntos (-3,0) y (3,0). A partir de dicha gréfica, determine los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de la funcién f.

b) (1'5 puntos) Calcule los extremos relativos de la funcién g(x) = x° — 3x.
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Solucién
a)
La grafica de la funcion derivada de una funciéon f es la parabola de vértice (0,2) que corta al eje de
abscisas en los puntos (-3,0) y (3,0). A partir de dicha gréfica, determine los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcién f.

Con los datos anteriores la grafica de f' (es una parabola, que tiene el vértice encima de los cortes con el eje
OX, luego tiene las ramas hacia abajo), es parecida a:

Observando la grafica de f'(x) vemos que f'(x) > 0 (encima del eje OX) en el intervalo (-3,3), es decir f
estrictamente creciente (/‘) en el intervalo (-3,3).

Observando la grafica de f'(x) vemos que f'(x) < 0 (debajo del eje OX) en el intervalo (-»,-3)U(3,+x), es decir
f estrictamente decreciente (“)en el intervalo (-c0,-3)U(3,+).

Por definicién x = -3 es un minimo relativo.

Por definicién x = 3 es un maximo relativo.

b)

Calcule los extremos relativos de la funcién g(x) = x> — 3x.

Estudiamos su primera derivada g’(x).
g(x) =x*=3x, g'(x)=3x°-3.
De g'(x) = 0, tenemos 3x* — 3 = 0, de donde x = + 1. Que seran los posibles extremos relativos.

De g'(-2) = 3(-2)*—= 3 =9 > 0, vemos que g'(x) > 0 en el intervalo (-0,-1), es decir g(x) es estrictamente
creciente (/‘) en el intervalo (-00,-1)

De g'(0) = 3(0)* — 3 =-3 < 0, vemos que g'(x) < 0 en el intervalo (-1,+1), es decir g(X) es estrictamente
decreciente (/) en el intervalo (-1,+1)

Deg'(2) = 3(2)2 —3=9>0, vemos que g'(x) > 0 en el intervalo (-»,-1), es decir g(x) es estrictamente
creciente (') en el intervalo (1,+c)

Por definicion x = -1 es un maximo relativo.
Por definicion x = 1 es un minimo relativo.

También podiamos haber visto que g”(-1) < 0. ( g"(X) = 6x, luego g"(-1) =-6 <0); y que g”(1) > 0.
(9"(x) = 6x, luegog"(1)=6>0)

EJERCICIO 3_A
Parte |
Laura tiene un dado con tres caras pintadas de azul y las otras tres de rojo. Maria tiene otro dado con tres
caras pintadas de rojo, dos de verde y una de azul. Cada una tira su dado y observan el color.
a) (1 punto) Describa el espacio muestral asociado y las probabilidades de los sucesos elementales.
b) (1 punto) Si salen los dos colores iguales gana Laura; y si sale el color verde, gana Maria. Calcule la
probabilidad que tiene cada una de ganar.
Solucion
Laura tiene un dado con tres caras pintadas de azul y las otras tres de rojo. Maria tiene otro dado con tres
caras pintadas de rojo, dos de verde y una de azul. Cada una tira su dado y observan el color.
a)
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Describa el espacio muestral asociado y las probabilidades de los sucesos elementales.

Sean los sucesos A, R, Au, Ry, Vv los sucesos “salir color azul al lanzar Laura su dado”, “salir color rojo al
lanzar Laura su dado”, “salir color azul al lanzar Maria su dado”, “salir color rojo al lanzar Maria su dado” y
“salir color verde al lanzar Maria su dado”.

El eSpaCiO muestral es R = { AL' AM ; AL' RM ; AL' VM ,RL - AM; ) RL' RM Yy RL' VM }
Al lanzar cada uno su dado los sucesos generados son independientes, es decir p(AnB) = p(A)-p(B).

Tenemos p(A.) = 3/6 = 1/2, p(R.) = 3/6 = 1/2, p(Aw) = 1/6, p(Rm) = 3/6 = 1/12 y p(Vm) = 2/6 = 1/3.
Todo esto se puede hacer por un diagrama de arbol poniendo 1° los resultados de Laura y después los de
Maria.

Veamos ya las probabilidades de los sucesos elementales del espacio muestral:

P(AL- Aw) = P(ALNAW) = P(A)-P(Aw) = (1/2)-(1/6) = 1/12.

P(AL- Rv) = p(ALnRw) = p(AL)-p(Rw) = (1/2)-(1/2) = 1/4.

P(AL- Vi) = p(ALnVm) = p(A)-p(Vw) = (1/2)-(1/3) = 1/6.

P(RL- Aw) = P(RiNAW) = p(RL)-p(Aw) = (1/2)-(1/6) = 1/12.

P(RL- Rw) = p(RuNRwm) = p(RL)-p(Rm) = (1/2)-(1/2) = 1/4.

E§RL' Vi) = p(RinVim) = p(Ry)-p(Vw) = (1/2)-(1/3) = 1/6.

Si salen los dos colores iguales gana Laura; y si sale el color verde, gana Maria. Calcule la probabilidad que
tiene cada una de ganar.

p(gana Laura) = p(salen dos colores iguales) = p(ALNAy) + p(RiNRy) = (1/12) + (1/4) = 1/3.
p(gana Maria) = p(sale color verde) = p(ALnVy) + p(R.NVy) = (1/6) + (1/6) = 1/3.

Vemos que tienen la misma probabilidad de ganar.

EJERCICIO 3_A

Parte Il

a) (1 punto) Los valores: “52, 61, 58, 49, 53, 60, 68, 50, 53 “ constituyen una muestra aleatoria de
una variable aleatoria Normal, con desviacion tipica 6. Obtenga un intervalo de confianza para la media de
la poblacion, con un nivel de confianza del 92%.

b) (1 punto) Se desea estimar la media poblacional de otra variable aleatoria Normal, con varianza 49,
mediante la media de una muestra aleatoria. Obtenga el tamafio minimo de la muestra para que el error
méaximo de la estimacion, mediante un intervalo de confianza al 97%, sea menor o igual que 2.

Solucién
Sabemos que para la media poblacional y, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(y, %), y
n
. S O v O
generalmente escribimos X * N(u, —) 0 X — N(u, —=)
Jn Jn
1
e @2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— O — O
I.C. (H) = (X T2y T X T 2 _] = (a,b)
Jn Jn

donde z142 Y Za2 = - Z1.g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ zy.q2) =1 - a/2

También sabemos que el error maximo de la estimacion es E = z , para el intervalo de la media.

o
1-al2 ﬁ

Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z = 2-E, de donde E = (b — a)/2, por tanto el tamafio

o
1-al2 ﬁ
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2
- Z, ..
minimo de la muestra es n = [%} )

a)

Los valores: “52, 61, 58, 49, 53, 60, 68, 50, 53“ constituyen una muestra aleatoria de una variable
aleatoria Normal, con desviacion tipica 6. Obtenga un intervalo de confianza para la media de la poblacion,
con un nivel de confianza del 92%.

Datos del problema: c =6, n =9, X = (52+61+58+49+53+60+68+50+53)/9 = 56, nivel de confianza = 92% =
0'92 =1 - a, de donde a = 0’08.

De1-a =092, tenemos a = 1- 0'92 = 0’08, de donde /2 = 0'08/2 = 0’04

Dep(Z<zi42) =1-a/2=1-004=096. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 0'96
no viene, y la mas préxima es 0'9599 que corresponde a z;.4» = 1’85, por tanto el intervalo de confianza
pedido es:

.C. (w) = (?—zu,z T X472y, %j = (56-1'85.1,56&'85.3} = (52'3,59'7)

Jn V9 Vo
b)

Se desea estimar la media poblacional de otra variable aleatoria Normal, con varianza 49, mediante la
media de una muestra aleatoria. Obtenga el tamafio minimo de la muestra para que el error maximo de la
estimacion, mediante un intervalo de confianza al 97%, sea menor o igual que 2.

Datos del problema: o” = 49, luego ¢ = 7, E <2, con el nivel de confianza nivel de confianza = 97% = 0'97 =
=1- q, de donde a = 0'03.

De 1-a =097, tenemos o = 1- 0'97 = 0’03, de donde /2 = 0'03/2 = 0’015
De p(Z<2zy42) =1-a/2=1-0015=0985. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'985 viene, y corresponde a z;.q» = 2'17.

2 , 2
Den > (Z“g'cj :(2 127 7) = 57'684, es decir el tamafio minimo es n = 58.

OPCION B

EJERCICIO 1_B
(3 puntos) El cajero de un banco so6lo dispone de billetes de 10, 20 y 50 euros. Hemos sacado 290 euros del
banco y el cajero nos ha entregado exactamente 8 billetes. El nimero de billetes de 10 euros que nos ha
dado es el doble del de 20 euros.
Plantee y resuelva el sistema de ecuaciones lineales asociado a este problema para obtener el nimero de
billetes de cada tipo que nos ha entregado el cajero.

Solucion
El cajero de un banco sélo dispone de billetes de 10, 20 y 50 euros. Hemos sacado 290 euros del banco y el
cajero nos ha entregado exactamente 8 billetes. EI niumero de billetes de 10 euros que nos ha dado es el
doble del de 20 euros.
Plantee y resuelva el sistema de ecuaciones lineales asociado a este problema para obtener el nUmero de

billetes de cada tipo que nos ha entregado el cajero.

“X" = n° billetes de 10€
“y” = n° billetes de 20€
“z" = n° billetes de 50€

De, “Hemos sacado 290 euros del banco”, tenemos: 10x + 20y + 50z = 290.
De, “el cajero nos ha entregado 8 billetes”, tenemos: X +y + z=8.
De, “El nimero de billetes de 10 euros es el doble del de 20 euros”, tenemos: x = 2y.

El sistema de ecuaciones pedido es:
10x + 20y + 50z = 290
X+y+z=8
X=2y
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Sustituimos la 32 ecuacion x = 2y en las dos primeras, quedandonos:
10(2y) + 20y + 502 =290 — 40y +50z=290 — 4y +5z=29
2y)+y+z=8 — 3y+z=8 — z =8 - 3y. Sustituyendo en la anterior tenemos:

4y + 5(8-3y) =29 —» 4y +40-15y=29 —» 1l=y,luegox=2(1)=2y z=8-3(1) =5.
El cajero nos ha dado dos billetes de 10€, un billete de 20€ y cinco billetes de 50¢€.

EJERCICIO 2_B

Se considera la funcién f(x) = z—x

a) (1 punto) Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica de esa funcion en el punto de abscisa x = 1.
b) (1 punto) Estudie su monotonia.
¢) (1 punto) Calcule sus asintotas.

Solucion

w

Se considera la funcién f(x) = =X

N

- X
a)
Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de esa funcion en el punto de abscisa x = 1.

Antes de empezar vemos que la grafica de f es una hipérbola y que no esta definida en el n° que anula el
denominador, en este caso x = 2, es decir f esta definida en R — {2}.

Larectatangenteen x=1 es y—f(1) =f(1)(x - 1)
3-x (D2-%-@-x¢1) __ 1

f(x) = f'(x) = = .

) 2-x ) (2 -x)° (2-x%)?
Luego f(1)=3/1=3 y f(1)=1/1%=1, por tanto la recta tangente es y — 3 = (1)(x — 1).
b)

Estudie su monotonia.

No estan pidiendo el estudio de la 12 derivada, y nos saldra crecimiento, decrecimiento, etc..

Sabemos que f'(x) =

1
@- %7

De f'(x) = 0, tenemos 1 = 0, lo cual es absurdo, por tanto f no tiene extremos relativos (también lo
sabiamos pues su grafica es una hipérbola, la cual no tiene extremos), por tanto dandole un solo valor del
dominio de f a f veremos su monotonia.

De f(0) = 1/2° = 1/4 > 0, vemos que f'(x) > 0 en su dominio R — {2}, es decir f(x) es estrictamente creciente
(/) enR—{2}.
c)

Calcule sus asintotas.

Sabemos que los cocientes de funciones polinémicas tienen una asintota horizontal (A.H.) si coincide el
grado del numerador con el del denominador, que es nuestro caso, y ademas dicha A.H. es la misma en +
0,

También sabemos que los nimeros que anulan el denominador son asintotas verticales (A.V.) si el limite en
dicho nimero es «, que también es nuestro caso.

Tenemos f(x) = % cuya grafica es una hipérbola y sabemos tiene una A.V. y una A.H.
- X

, . . 3-X +
El ndmero que anula el denominador (2-x=0) es x = 2, y como I|r721 > x =5/0" =+, larectax =2 es una
X—2— -X

A.V. def.

Como lim 3-x = lim (-x/-x) = lim (1)=1,larectay =1es unaA.H. en % w.

X+ 2 - X
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EJERCICIO 3_B
Parte |
De un estudio sobre accidentes de trafico se dedujeron los siguientes datos: En el 23% de los casos no se
llevaba puesto el cinturén de seguridad, en el 65% no se respetaron los limites de velocidad permitidos y en
el 30% de los casos se cumplian ambas normas, es decir, llevaban puesto el cinturén y respetaban los
limites de velocidad.
a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que, en un accidente de trafico, no se haya cumplido alguna de las
dos normas.
b) (1 punto) Razone si son independientes los sucesos “llevar puesto el cinturén” y “respetar los limites de
velocidad”.

Solucion
De un estudio sobre accidentes de trafico se dedujeron los siguientes datos: En el 23% de los casos no se
llevaba puesto el cinturon de seguridad, en el 65% no se respetaron los limites de velocidad permitidos y en
el 30% de los casos se cumplian ambas normas, es decir, llevaban puesto el cinturén y respetaban los
limites de velocidad.
a)
Calcule la probabilidad de que, en un accidente de trafico, no se haya cumplido alguna de las dos normas.

Sean A y B los sucesos “llevar puestos cinturdn” y “respetar limites velocidad”.
Del problema tenemos p(A®) = 23% = 0’23, p(B®) = 65% = 0'65 y p(AnB) = 30% = 0'3.

Sabemos que p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB); A y B son independientes si p(AnB) = p(A)-p(B);
p(A%) = 1 - p(A); p(A°UB®) = {Ley de Morgan} = p(A~B)° = {suceso contrario} = 1 - p(A"B).

De p(A®) = 1 - p(A), tenemos p(A) = 1 — 023 = 0'77.
De p(B®) = 1 - p(B), tenemos p(B) = 1 — 0'65 = 0'35.

Me piden p(no cinturén 6 no respetar velocidad) = p(A“UB®) = p(AnB)° =1 - p(AnB) =1 -0'3=0'7.
b)
Razone si son independientes los sucesos “llevar puesto el cinturdn” y “respetar los limites de velocidad”.

De 0’3 = 0'77-0'35, tenemos que p(AnB) = p(A)-p(B) y los sucesos A y B no son independientes, es
decir dependen el llevar puesto el cinturdén y respetar los limites de velocidad.

EJERCICIO 3_B

Parte Il

(2 puntos) En una muestra aleatoria de 1000 personas de una ciudad, 400 votan a un determinado partido

politico.

Calcule un intervalo de confianza al 96% para la proporcién de votantes de ese partido en la ciudad.
Solucion

Sabemos que si n = 30 para la proporcion muestral p, el estimador PROPORCION MUESTRAL 6 sigue

una normal N(f), M) gue es la distribucién muestral de proporciones, donde E] =1- ﬁ,y
n

~ A

generalmente escribimos p ~N(p, 1/w) o p— N(p, M)_
n n

— w2

Z_ . z

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la proporcion p de las muestras es:

I.C.(p) = (f) - zla,z.JE,ﬁ + zla,z.\/@] = (b-a)
n n

donde z,_4, €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z~N(0,1) que verifica
p(Z < zl_u/g)=1-d/2.
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— 5 A A
El error cometido esE< z,__,,. PA-p) _ (b-a)/2, de donde el tamafio de la muestra es n > (Z”’Eﬁ
n

En una muestra aleatoria de 1000 personas de una ciudad, 400 votan a un determinado partido politico.
Calcule un intervalo de confianza al 96% para la proporcién de votantes de ese partido en la ciudad.

Datos del problema: f): 400/1000 = 0'4, E]: 1-0'7=06,n=1000, nivel de confianzal— o = 96% =

= 0’96, de donde a = 0'04 = 4% como nivel de significacion.
De a = 0'04 tenemos a/2 = 0'02

Delaigualdad p(Z < z142)=1-a/2=1-002 =098, que se mira en la tabla de la distribucion Normal
N(0,1), y nos dara el correspondiente valor critico z; . 2. Mirando en la tabla de la N(0,1) vemos que el valor
0'98 no viene en la tabla y el valor mas préximo es 0'9798, que corresponde a z;.o» = 2'05. Por tanto el
intervalo de confianza pedido es:

- {,s.q ~ /[3-61 , , /0'4-0'6 , , f0‘4-0'6
I.C. = -z wl—,p+z w— 1 =10'4-2'05 ,0'4 + 2'05- =
(p) [p 1-al2 n p 1-al2 n J [ 1000 1000

= (0'36824; 0'43176)
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