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MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES CURSO 2008-2009

OPCION A
EJERCICIO 1
3 1-2x 0)(y -1
a) (2 puntos) Plantee y resuelva el sistema de ecuaciones dado por |2 x+1 2|.|2|=| 2
0 1 z)l1) 1o

2 3
b) (1 punto) Dada la matriz A :(4 5} , calcule la matriz M = A"A™.

Solucion

a)

3 1-2x 0)(y) (-1
Plantee y resuelva el sistema de ecuaciones dado por |2 x+1 2|.|2]|=| 2

0 1 z){1) {0
Efectuamos la multiplicacion de matrices e igualamos miembro a miembro.
3 1-2x 0)(y) (-1 3y+2-4x -1
2 x+1 2||2]|=| 2|; | 2y+2x+2+2 |=| 2
0 1 z){1) {0 2+2z 0

Igualando tenemos

Ax+3y +2=-1

2x+2y +4 =2

2+z =0, de donde z = - 2.

Si a la 12 ecuacién de sumo la 22 multiplicada por 2, me queda 7y +10 = 3, de donde y = -1, por tanto x = 0.
La solucion del sistema es (x,y,z) = (-1,-1,0).

b)

2 3 . ;
Dada la matriz A = (4 5) , calcule la matriz M = A"A t

2 3 t (2 4
De A= tenemos A =
4 5 3 5

La matriz inversa de A mediante transformaciones elementales por filas de Gauss, se obteiene de la
siguiente forma. Si podemos llegar de (A|l,), a la expresién (I,|B), entonces B = Al

2 3|10 2 3|1 O0\R+3.F, (2 0|-5 3)\R/2 1 0|-5/2 3/2
(All) = ~ ~ ~ , por tanto
4 50 1)F-2F 0 -1|-2 1 0 1|2 1)-1F (0 1| 2

Al = -5/12  3/2
2 1)
También se puede calcular con determinantes, A™ = (1/|A]).Adj(A") siempre que |A| # 0.

2 3 ¢ 2 4 . 5 -3 1 o
A= (JAl=10-12=-2#0; A = ; Adj(A) = ; luego A = (1/|A]).Adj(A) =
[4 5] |A| [3 5) i(A) (_4 2) g (L/1A]).Adj(A)

:(1/_2).(5 -3}2 (-5/2 3/2]
4 2 2 -1

2 4 - -6 2 -1
La matriz pedidaes M= A'A™= (1/-2). ° 3 (-1/2). 6 2)_(3 .
3 5 -4 2 51 512 -1/2

EJERCICIO 2
Un almacenista de frutas ha estimado que el beneficio que le produce cada kilogramo (kg) de fresas
depende del precio de venta de acuerdo con la funcion
B(x) = X +4x-3
siendo B(x) el beneficio por kg y x el precio de cada kg, ambos expresados en euros.
a) (1'25 puntos) ¢ Entre qué precios se producen beneficios para el almacenista?
b) (125 puntos) ¢ Qué precio maximiza los beneficios?
c) (0’5 puntos) Si tiene en el almacén 10000 kg de fresas, ¢ cual sera el beneficio total maximo que podra
obtener?
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Solucién
a)
¢ Entre qué precios se producen beneficios para el almacenista?
La funcién beneficio es B(x) = -x* + 4x — 3
La grafica de B(x) = -x* + 4x — 3 (a=-1, b = 4, ¢ = -3) es la de una parabola con las ramas hacia abajo
porque a =-1<0. (n)
Los beneficios no pueden ser negativos, por tanto lo que tenemos que hacer es resolver la ecuacion B(x) =
0, y en el intervalo que determinen sus soluciones estaran los beneficios pedidos.
-(-4)x\4%-12 442
2
Los beneficios estan en el intervalo cerrado [1,3], es decir 1 < x < 3.
b)
¢ Qué precio maximiza los beneficios?
Sabemos que la abscisa del vértice, el maximo en este caso es x = -b/2a = -(-4)/2 =2; luego el precio que
maximiza los beneficios es x = 2 euros.
c)
Si tiene en el almacén 10000 kg de fresas, ¢ cudl sera el beneficio total maximo que podra obtener?
Como el precio que maximiza los beneficios es “2” euros y teneos 10000 kg, el beneficio total maximo que
se puede obtener es 2.10000 = 20000 euros.

EJERCICIO 3
Parte |
Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que:
p(A®) = 02, p(B) = 0'25 y p(AUB) = 0'85.
a) (1'25 puntos) ¢ Son los sucesos A y B independientes?
b) (0'75 puntos) Calcule p(A°/B).

B(X)=-x* +4x—-3=0;X* -4x+3=0—>

,dedondex=3 y x=1.

Solucién
a)
¢Son los sucesos Ay B independientes?

Sabemos que dos sucesos son independientes si p(AnB) = p(A).p(B). Necesitamos p(AnB).
De p(AC) =02, por el suceso contrario tenemos p(A) =1 - p(AC) =1-02=08.

También sabemos que p(AUB) = p(A)+ p(B)- p(AnB). Sustituyendo en esta férmula tenemos:
0'85=0'8 + 0’25 - p(AnB), de donde p(AnB) =0'8 + 0’25 -0’85 = 0'2.

Como p(AnB) =02,y p(A).p(B) =0'8.0'25 =02, los sucesos Ay B son independientes.
b)

Calcule p(AC/BC).

¢/ncy _ P(A° NB°)
Por definicién p(A~/B~) =T= {utilizando las leyes de Morgan y el suceso contrario} =
p
C -
_PLACUB)) _1PAYE) _ 1. ggs)(1-025) = 0'2.
1-p(B) 1-p(B)
EJERCICIO 3
Parte Il

(2 puntos) Escriba todas las muestras de tamafio 2 que, mediante muestreo aleatorio simple (con
reemplazamiento), se pueden extraer del conjunto {8,10,12} y determine el valor de la varianza de las
medias de esas muestras.

Solucion
Las muestras de tamafio 2 con reemplazamiento que podemos obtener son:
8-8; 8-10; 8-12; 10-8; 10-10; 10-12; 12-8; 12-10; 12-12. En total nueve.
Las medias de las muestras es 8; 9; 10; 9; 10; 11; 10; 11; 12

La distribucién muestral de medias puede verse en la tabla siguiente:

Media de la Muestra x; 8 9 10 11 12

NUmero de veces n; 1 2 2 2 1
La media de la distribucion muestral de medias (media de medias) es:

1 —
Ly = NZni.xi = (1/9).(1.8 + 2.9 + 2.10 + 2.11 + 1.12) = 80/9
i

2
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la varianza de las medias de esas muestras es:
2 1 =)\ 2 2 2 2 2 2 2
o’ = NZni.(xi) - (1% = (1/9).(1.8% + 2.92 + 2.10% + 2.11% + 1.12%) — (80/9)% =
i

= 812/9 — (80/9)* = 908/81 = 11'2098765.
También se podia haber resuelto teniendo en cuenta que en los muestreos con reemplazamiento la media
de la poblacién coincide con la media muestral, y que la desviacion tipica de las muestras coincide con la

desviacion tipica de la poblacién partido la raiz cuadrada del tamafio de la muestra.

OPCION B

EJERCICIO 1
(3 puntos) Un agricultor posee 10 hectareas (ha.) y decide dedicarlas al cultivo de cereales y hortalizas. Por
las limitaciones de agua no puede destinar mas de 5 ha. a hortalizas. El cultivo de cereales tiene un coste de
1000 euros/ha. y el de hortalizas de 3000 euros/ha., no pudiendo superar el coste total la cantidad de 16000
euros. El beneficio neto por ha. de cereales asciende a 2000 euros y el de hortalizas a 8000 euros. Halle la
distribucion de cultivos que maximiza el beneficio y calcule dicho méaximo.

Solucion
Llamamos “x” al nimero de “ha.” de cereales .
Llamamos “y” al nimero de “ha.” de hortalizas.
Para determinar las inecuaciones y la funcion Beneficio F(x,y), ponemos un cuadro de doble entrada que
nos lo simplificara.

Llamamos “x” al nimero de lotes del tipo A.

“ha.” de cereales “ha.” de hortalizas Maximo
Cultivo X y 10
Topes Mas de 0 Mas de 0 y Maximo 5
Coste 1000x 3000y 16000
Beneficio 2000€ 8000€ 2000x + 8000y

Teniendo en cuenta lo anterior tenemos las siguientes inecuaciones:

X +y<10; 1000x + 3000y < 16000; y=0; y<5;

La funcion que maximiza el beneficio es F(x,y) = 2000x + 8000y

x20

Para dibujar la regién factible o recinto, de cada inecuacion ponemos su correspondiente ecuacion,
después despejamos la incognita “y” y dibujamos su recta correspondiente. Finalmente observando las
desigualdades dibujamos la region factible y sus vértices.

De las desigualdades “x + y < 10;

1000x + 3000y < 16000;

y=20;

igualdades “x +y=10; 1x+3y=16; y=0; y=5; x=0"

Dibujamos las rectas “y = -x+10; y=-x/3+16/3; y=0; y=5; x=0".

Fijandonos en las desigualdades “y < -x+10; y <-x/3+16/3; y=0; y<5;

los vértices son:

10
e
8-
4 H“H““‘-—\_ ¥=5
N x=0 R Y=-X/3+16/3
_ y=-x+10 T~

0 y_g ~—

0 2 4 & 8 10N 12 14 16

y <5

x= 0 ”; obtenemos las

x2 0", la region factible y
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olA

To 2 2 & 8 it

Calculamos los vértices A, B, C, D y E del recinto resolviendo las ecuaciones de las rectas de dos en dos.
“y=-x+10; y=-x/3+16/3; y=0; y=5; x=0"

De x=0 e y=0, Tenemos el punto de corte es A(0,0).

Dex=0 e y=5,tenemosy =100,y el punto es B(0,5).

De y=-x/3+16/3 e y=5,tenemos -x/3+16/3 =5, es decir —x+16 =15, luegox=1ey =5, y el punto de

corte es C(1,5).

De y=-x/3+16/3 e y=-x + 10, tenemos -x/3+16/3 =-x + 10, es decir -x+16 = -3x+30, de donde 2x=14,

luegox =7 e y =3,y el punto de corte es D(7,3).

Dey=0 e y=-x+10, Tenemos 0 = -x+10, de donde “x = 10", y el punto de corte es E(10,0)

El recinto con sus vértices A(0,0), B(0,5), C(1,5), D(7,3) y E(10,0) es:
Consideremos la funcién beneficio F(x,y) = 2000x + 8000y.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que la funcién F alcanza su maximo y su minimo
absoluto en la region acotada, y que este extremo debe estar situado en algun vértice del recinto ( 0 en un
segmento, si coincide en dos vértices consecutivos), por lo que evaluamos F en los puntos anteriores:

F(0,0) = 2000(0) + 8000(0) = 0, F(0,5) = 2000(0) + 8000(5) =40000, F(1,3)= 2000(1) + 8000(3) = 26000,
F(7,3)= 2000(7) + 8000(3) = 38000; F(10,0)= 2000(10) + 8000(0) = 20000.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en la regién es 38000€ (el
valor mayor en los vértices) y se alcanza en el punto (7,3), es decir para obtener el mayor beneficio hay que
sembrar 7 ha. de cereales y 3 ha. de hortalizas.

EJERCICIO 2
3 si x<1
X?-6x+8 si x>1

a) (2 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de la funcion f.
b) (1 punto) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion f en el punto de abscisa x = 3.

Solucién

Sea la funcion f(x) :{

@)

Sealafunciénf(x):{ 3 SI X<

<1 . L . -
, _ . Estudie su continuidad y su derivabilidad.
X°-6x+8 si x>1

Six < 1, f(x) = 3" es continua y derivable en todo R, en particular en x < 1.
Six>1,f(x)= x>-6x+8 es continua y derivable todo R, en particular en x > 1.
Falta ver la continuidad y derivabilidad en x = 1.
f(x) es continuaen x =1 si f(1) = Iirr11 f(x) = Iinl1 f(x)
f(1) = 3'=3; Iir? f(x) = Iir? F=3"=3; Iinl1 f(x) = Iinl1 (x2-6x+8) = 12-6(1)+8 =3. Como los tres valores son
iguales, la funcion f(x) es continuaen x = 1.
X H < X H

) =1 . 3 Sf x_1; P(x) = 3*.In(3) s? x<1'

X°-6x+8 si x>1 2x-6  si x>1
f(x) es derivable en x = 1 si Iinl”ni f'(x) = Iin11 f'(x). (Estamos viendo la continuidad de la derivada).
Iirrl[ f(x) = Iirrlli 3*.In(3) = 3.In(3); Iin11 f'(x) = Iin11 (2x-6) = -4. Como Iirrlli f(x) =3.In(3) = -4 = Iin11 f'(x), la funcion

f(xX) no es derivable en x = 1.
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b)
Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f en el punto de abscisa x = 3.
Vemos que “x = 3”, estd en la rama x > 1, luego f(x) = x*-6x+8.
Sabemos gue la recta tangente en x = 3 es “ y-f(3) = f(3)(x-3)".
De f(x) = x*-6x+8, tenemos f(3) = 3%-6(3)+8 = -1.
De f(x) = 2x-6, tenemos f'(3) = 2(3)-6 = 0. (al anularse la 12 derivada estamos calculando la recta tangente
en el vértice de la pardbola, por tanto nos saldra una recta horizontal).
La recta tangente pedida es “ y-(-1) = (0)(x-3)", es decir y+1 = 0, de donde y = -1.
EJERCICIO 3
Parte |
Un polideportivo dispone de 100 bolas de padel y 120 bolas de tenis. Se sabe que 65 bolas son nuevas.
Ademas, 75 bolas de padel son usadas. Por un error, todas las bolas se han mezclado.
a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que si elegimos, al azar, una bola de tenis, ésta sea usada.
b) (1 punto) Calcule la probabilidad de que si elegimos, al azar, una bola, sea nueva.
Solucion
Llamemos P, T, N y U a los sucesos siguientes, “bola de padel”, “bola de tenis”, "bola nueva" y " bola
usada”, respectivamente.

De “100 bolas de padel y 120 bolas de tenis”, tenemos p(P) = 100/220 = 5/11, y p(T) = 120/220 = 6/11.
De “65 bolas son nuevas”, tenemos p(N) = 65/220 = 13/44, y por el suceso contrario tenemos p(U) =
=1-p(N) =1 - 13/44 = 31/44.

De “75 bolas de padel son usadas”, tenemos p(P/U) = 75/100 = 3/4, por el contrario p(P/N) = 1-3/4 = 1/4.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la

suma de ellas que parten de un mismo nodo vale 1).
N

1/4

511

b)

Calcule la probabilidad de que si elegimos, al azar, una bola, sea nueva.

Me lo da el enunciado del problema, es decir p(N) = 13/44.

a)

Calcule la probabilidad de que si elegimos, al azar, una bola de tenis, ésta sea usada.

Me estan pidiendo p(U/T) = x.

Usando el teorema de la probabilidad total tenemos “ p(U) = p(P).p(U/P) + p(T).p(U/T)", sustituyendo los
valores conocidos tenemos:

31/44 = (5/11).(3/4) + (6/11).(x). Operando y despejando “x” tenemos: x = 2/3.

Este problema se podria haber realizado por tablas de contingencia, y obtendrias lo mismo.
La eleccién depende de cada uno.

Pongo la tabla de contingencia, pero no realizo de nuevo el problema, ya calculado.

Bola de padel | Bola de Tenis | Totales
Bola nueva | 25 40 65
Bola usada | 75 80 155
Totales 100 120 220

En “negrita estan los datos que tienes que calcular restando a los totales tanto en horizontal como en
vertical.

EJERCICIO 3
Parte I
a) (1 punto) En una poblacién, una variable aleatoria X sigue una distribucion Normal de media 50 y

5
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desviacion tipica 9. Se elige, al azar, una muestra de tamafio 64 de esa poblacién. ¢ Cual es la probabilidad
de que la media muestral esté comprendida entre 48 y 52°?

b) (1 punto) En una empresa de gas trabajan 150 personas en mantenimiento, 450 en operaciones, 200 en
servicios y 100 en cargos directivos. Con objeto de realizar una encuesta laboral, se quiere seleccionar una
muestra de 180 trabajadores de esa empresa por muestreo aleatorio estratificado con afijacion proporcional,
¢ qué namero de trabajadores se debe elegir de cada grupo?

Solucion
Sabemos que si una variable aleatoria X sigue una normal N(u, o), la distribucién muestral de medias
X sigue una normal N(u,%).
n

a)

En una poblacién, una variable aleatoria X sigue una distribucién Normal de media 50 y desviacion tipica 9.
Se elige, al azar, una muestra de tamafio 64 de esa poblacion. ¢ Cudl es la probabilidad de que la media
muestral esté comprendida entre 48 y 52?

Datos: X sigue una normal N(50,9), luego n=50= X Y o=9;n =64

o - - X-1 48-50 52-50
Me estan pidiendo p(48 < X < 52) ={ tipifico Z = }=p( <Z<
ol\n 9//64 9//64
= p(Z<178)-p(Z<-178)=p(Z<178)—[1-p(Z=<178)] =2.p(Z<178) - 1={mirando en las tablas de la
N(0,1) } = 2.0'9625 - 1 = 0'925.

)= p(-1'78 <Z < 1'78) =

b)

En una empresa de gas trabajan 150 personas en mantenimiento, 450 en operaciones, 200 en servicios y
100 en cargos directivos. Con objeto de realizar una encuesta laboral, se quiere seleccionar una muestra de
180 trabajadores de esa empresa por muestreo aleatorio estratificado con afijacion proporcional, ¢ qué
nuamero de trabajadores se debe elegir de cada grupo?

Sabemos que en un muestreo aleatorio estratificado con afijacién proporcional, si hay “k” estratos y que
el nimero de elementos de cada estrato es N1, Ny, ..., N, ¥ Si ny, ny, ..., N son los elementos de cada una de
las muestras de los estratos, el tamafio total de la muestra n = n; + n,, +...+ n y se calculan eligiendo los
nameros ny, Ny, ..., N, proporcionales a los tamafios de los estratos Ny, N, ..., Ny, es decir

NN _M_n
N, N, N, N
n _n, _n, _n, _ 180 180 _

En nuestro caso

M oM _ Ny 1
;-

n,
150

De

:%, tenemos n, :%: 30 trabajadores de mantenimiento.

De N, =1, tenemos n, =£0= 90 trabajadores en operaciones.
450 5 5

n . .
De —2 =1, tenemos ns =@= 40 trabajadores en servicios.
200 5 5

De 1?)40 :é , tenemos n, :%: 20 trabajadores en cargos directivos.



