IES Fco Ayala de Granada Sobrantes 2009 (Modelo 5) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES CURSO 2008-2009

OPCION A

EJERCICIO 1
(3 puntos) Obtenga los valores maximo y minimo, indicando los puntos donde se alcanzan, de la funcion
objetivo F(X, y) = x —y en la region definida por las restricciones
6x+y= 3;2x+y<2;y<5/4; x=20;y=0.
Solucion
Primeramente transformamos las desigualdades “6x +y 2= 3; 2x +y<2; y<5/4; x=0; y=0"en
igualdades, y ya su grafica es una recta,
6x+y=3; 2x+y=2; y=5/4; x=0; y=0,
Despejamos la “y”, y dibujamos las rectas correspondientes: y = -6x+3; y=-2x+2; y=5/4; x=0; y=0.

Fijandonos en las desigualdades: y = -6x+3; y <-2x+2; y<5/4; x2=0; y =0, la region factible y sus
vértices A, B, C y D son:

jA \o
Calculamos los vértices resolviendo las ecuaciones de las rectas de dos en dos:
y=-6x+3; y=-2x+2; y=5/4; x=0; y=0
De y=-6x+3 e y=0, tenemos -6x+3 = 0, de donde x = 1/2, y el punto de corte es A(1/2,0).
De y=-6x+3 e y=5/4, tenemos -6x+3 =5/4, de donde -24x +12 = 5, luego 24x =7, por tanto x = 7/24 e
y=5/4, y el punto de corte es B(7/24,5/4).
De y=-2x+2 e y=5/4, tenemos -2x+2 = 5/4, de donde -8x +8 =5, luego 8x = 3, por tanto x = 3/8 e y=5/4,
y el punto de corte es C(3/8,5/4).
Dey=-2x+2 e y=0, tenemos -2x+2 =0, de donde x=1 e y =0, y el punto de corte es D(1,0).
Los vértices de la region son A(1/2,0), B(7/24,5/4), C(3/8,5/4) y D(1,0).

Consideremos la funcién F(x,y) =x -y .

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal, afirma que la funcién F alcanza su maximo y su minimo
absoluto en la regién acotada, y que este extremo debe esta situado en algun vértice del recinto (si coincide
en dos vértices consecutivos, la solucién es todo el segmento que los une), por lo que evaluamos F en los
puntos anteriores:

F(1/2,0) = (1/2) — (0) = 1/2, F(7/24,5/4)= (7/24) — (5/4) = -23/24 = - 0958,
F(3/8,5/4) = (3/8) — (5/4) = -7/8 = - 0'875, F(1,0) = (1) - (0) = 1.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos el minimo absoluto de la funcién F en la regién es -23/24 (el valor
menor en los vértices) y se alcanza en el punto (7/24,5/4), y el maximo absoluto es 1(el valor mayor en los
vértices) y se alcanza en el punto (1,0).
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EJERCICIO 2
Sea la funcién f(x) = x*-1.
a) (1 punto) Calcule los puntos de corte de la gréfica con los ejes, su monotonia y extremos relativos, si los
tuviese.
b) (1 punto) Determine su curvatura y punto de inflexion.
¢) (1 punto) Halle los puntos de la gréfica en los que la recta tangente tiene de pendiente 3.
Solucion
Recordamos que la monotonia sale del estudio de la primera derivada, y la curvatura del estudio de la
segunda derivada.
Si f'(x) > 0, f(x) es estrictamente creciente (Se dibuja hacia arriba).
Si f'(x) <0, f(x) es estrictamente decreciente (Se dibuja hacia abajo).
Si f’(x) > 0, f(x) es convexa (v), en Andalucia.
Si f'(x) < 0, f(x) es concava (n), en Andalucia.
Recordemos también pendiente de la recta tangente en x = 3 es “f'(3)", y que la pendiente genérica de
f(x) es f'(x)

a)
Calcule los puntos de corte de la gréafica con los ejes, su monotonia y extremos relativos, si los tuviese.

Cortes con los ejes:
Para x = 0, f(0) = (0)*-1 = -1. Punto de corte con ordenadas OY, (0,-1).
Para f(x) = 0, x*-1= 0, de donde x = V(1) = 1. Punto de corte con abscisas OX, (1,0)

De la funcion f(x) = x°-1, tenemos f ') = 3x°. Resolvemos f'(x) = 0, que seran los posibles maximos o
minimos relativos.

f'(X)=0—3x°=0 - x*= 0 — x = +V(0) = 0, de donde “x = 0" (doble).

Elegimos un solo numero a izquierda y derecha de las solucion “0”, y entramos con él en f'(x) para ver su
signo.

Como f'(-1) = 3(-1)* = 3 > 0, f(x) es estrictamente creciente en (-,0).

Como (1) = 3(1)* = 3 > 0, f(x) es estrictamente creciente en (0,+o0).

Por tanto f(x) es estrictamente creciente en R y no tiene ni maximos ni minimos relativos en todo R.

b)

Determine su curvatura y punto de inflexion.

De f'(x) = , tenemos f’(x) = 6x. Resolvemos f’(x) = 0, que seran los posibles puntos de inflexion.

f’(x) =0 > 6x =0, de donde “x = 0".

Elegimos un solo numero a izquierda y derecha de la solucién “0”, y entramos con él en f’(x) para ver su
signo.

Como f’(-1) = 6(-1) = -6 < 0, f(x) es concava (n) en (-»,0).

Como (1) = 6(1) =6 > 0, f(x) es convexa (v) en (0,x).

Por definicién “x = 0” es un punto de inflexion de f(x), pues en él cambia la curvatura.

c)
Halle los puntos de la gréfica en los que la recta tangente tiene de pendiente 3.

La pendiente de la recta tangente de f(x) en x = 3 es “f(3) = 3(3)* =27.

La pendiente genérica de f(x) es f'(x) = 3%

Igualamos las pendientes, f(x) = f(3), es decir 3x* = 27, de donde x* = 9. Luego x = +V(9) = +3, por tanto las
ordenadas son f(3) = 3%-1=28 y f(-3) = (-3)3 -1 =-30. Los puntos pedidos son (3,28) vy (-3, -30).

EJERCICIO 3
Parte |
Sean Ay B dos sucesos tales que p(A) = 0’3, P(B) =04, P(AuUB) = 0'65.
Conteste razonadamente las siguientes preguntas:
a) (0’5 puntos) ¢ Son incompatibles Ay B?
b) (0’5 puntos) ¢ Son independientes Ay B?
c) (1 punto) Calcule P(A/B).
Solucion
a)
¢Son incompatibles Ay B?
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Sabemos que dos sucesos A y B son incompatibles si p(AnB) = 0. Necesitamos calcular p(AnB).
Sabemos que p(AuUB) = p(A)+ p(B) - p(AnB). Sustituyendo tenemos:

0'65=0'3 + 0’4 - p(AnB), de donde p(AnB) = 0’05 = 0, luego no son independientes.

a)

¢Son independientes Ay B?

Sabemos que dos sucesos son independientes si p(AnB) = p(A).p(B).

Como p(AnB) =005,y p(A).p(B) =0'3.0'4 = 012, vemos que p(AnB) = p(A).p(B) por tanto los sucesos Ay
B no son independientes.

c)
Calcule P(A/B).

Sabemos que p(ANB) = p(A) — p(ANB).
P(ANB®) _ p(A)-p(ANB) _03-0'05

Por definicion P(A/B) = =
p(B®) 1-p(B) 1-04

= 0'41667.

EJERCICIO 3
Parte Il
Una variable aleatoria X se distribuye de forma Normal, con media p y desviacion tipica o = 0.
a) (1 punto) Una muestra aleatoria de tamafio 9 ha proporcionado los siguientes valores de X:
70, 6'4, 80, 7'1, 7’3, 7’4, 5'6, 8'8, T'2.

Obtenga un intervalo de confianza para la media p, con un nivel de confianza del 97%.
b) (1 punto) Con otra muestra, se ha obtenido que un intervalo de confianza para p, al 95%, es el siguiente
(6’906, 7'494). ¢, Cual es el tamafio de la muestra utilizada?

Solucion
Sabemos que si una variable aleatoria X sigue una normal N(u, o), la distribucion muestral de medias
=)
)

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:

X sigue una normal N(y,

donde z_o» €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1), que verifica
P(Z < 21.42)=1-0/2

- L Lo o) . .
También sabemos que el error maximo de la estimacion es E = z,__,, -—, para el intervalo de la media.
Jn
2
o ~ Z,20 o
De E = ZH,Z.T, obtenemos el tamafio de la muestra es n = —E en N(u, T).
n n

. : , b-a .
Si me dan el intervalo de confianza (a,b), tenemos en cuenta que el error es E = — y que el punto medio

a+

: b L= .o . : .
del intervalos , serd X 0 p, dependiendo del tipo de intervalo.

a)
Una muestra aleatoria de tamafio 9 ha proporcionado los siguientes valores de X:
70, 64, 80, 71, 7’3, 7'4, 5'6, 88, 7'2.
Obtenga un intervalo de confianza para la media p, con un nivel de confianza del 97%.

Datos: 6 =09; n =9, 1-aa = 97% = 0'97, luego o = 0’03, u =X =(7'0+6'4+8'0+7'1+7'3+7'4+5'6+8'8+7'2)/ =7'2.
Dep(Z=zi42)=1-a/2=1-003/2 =0'985, que miramos en la tabla de la N(0,1) y corresponde a un punto

critico z;. 40 = 2'17.

El intervalo de confianza para estimar la media es: I(n) = (i —Zy X+z

3
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= (7'2 -2'17- %,7'2 +2'17 09 ] = (6'549,7'851).

N N
b)

Con otra muestra, se ha obtenido que un intervalo de confianza para p, al 95%, es el siguiente (6’906,
7'494). ¢ Cual es el tamafio de la muestra utilizada?
De (6’906, 7'494) = (a,b), sabemos que E = (b-a)/2 = (7'494 - 6'906)/2 = 0'294.

(o2

1-a/2" ﬁ '

Para terminar el problema necesitamos el punto critico z; . ,». Seguimos suponiendo que ¢ = 0’9

Z .
DeE=1z obtenemos el tamafio de la muestra es n = (%ch
Como 1-a = 95% = 0’95, luego o = 0'05

Dep(Z<2zy.q4p) =1-0/2=1-005/2=0'975, qgue miramos en la tabla de la N(0,1) y corresponde a un punto
Critico z;. 42 = 1'96.

2 . N2
El tamafio de la muestra pedido es n = 21090 | (196.0°9) 36
E 0'294

OPCION B

EJERCICIO 1

Una tienda dispone de latas de conserva de tomate de tres fabricantes: A, B y C. El fabricante A envasa el
tomate en latas de 250 g, el fabricante B lo envasa en latas de 500 g y el fabricante C en latas de 1 kg. Esas
latas de tomate se venden a 1, 1'8 y 3'3 euros, respectivamente. Compramos en total 20 latas, que pesan un
total de 10 kg y nos cuestan 35’6 euros. Queremos saber cuantas latas de cada fabricante hemos comprado.
a) (1 punto) Plantee el sistema de ecuaciones que resolveria el problema anterior.

b) (2 puntos) Resuelva el problema.

Solucion
a)
Plantee el sistema de ecuaciones que resolveria el problema anterior.

Llamamos “x” a, lata de conserva tipo A.

Llamamos “y” a, lata de conserva tipo B.
Llamamos “z” a, lata de conserva tipo C.

De “Compramos en total 20 latas”, tenemos x +y + z = 20.
De “pesan un total de 10 kg, A latas de 250 g, B latas de 500 g y C latas de 1 kg ", tenemos
0'25x + 0’5y + 1z = 10.
De “cuestan 356 euros,Aal€,Bal8€yCa33€", tenemos 1x + 1'8y + 3'3z = 35'6.
El sistema de ecuaciones es:
X+y+z=20.
0'25x + 0’5y + 1z = 10.
1x+1'8y + 3'32 =356
El sistema de ecuaciones sin decimales seria:
X+y+z=20.
1x + 2y + 4z = 40. (he multiplicado por 4)
10x + 18y + 33z = 356. (he multiplicado por 10)
b)
Resuelva el problema.
Sistema de ecuaciones:
X+y+z=20.
Ix+2y+4z =40
10x + 18y + 33z = 356.

1 1 1120 11 1|20 11 1]20
Matrizasociada | 1 2 4 | 40| FR-FF |0 1 3| 20 =0 1 3|20
10 18 33 |356)F-10.F (0 8 23|156)R-8F, (0 O -1|-4

Sistema escalonado asociado:
Xx+y+z=20.
y+3z=20
-1z = -4, de donde “z = 4", con lo cual y+12 = 20, luego “y = 8". Entrando en la 1 x+8+4=20,
4
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resultdndonos “x = 8”.
La solucion del sistema es (x,y,z) = (8,8,4), es decir se han comprado 8 latas tipo A, 8 latas tipoB y 4
latas tipo C.

EJERCICIO 2

Xx+1 si x<1

x-1 si x>1

a) (1 punto) Represente graficamente la funcion.

b) (1 punto) Estudie la continuidad de la funcion.
c) (1 punto) Estudie la derivabilidad de la funcion.

Solucién

Sea la funcién f(x) = {

a)

x+1 si x<1

x-1 si x=1

Si observamos las graficas de las dos ramas son semirrectas, por tanto con un par de valores para rama es
suficiente para dibujarlas. En la rama de arriba le damos también el valor “1 ", es decir le damos el uno pero

sabiendo que es un valor muy proximo al “1” por la izquierda, pero sin tocarlo.
Un esbozo de las gréficas es:

Represente graficamente la funcion f(x) ={

y=-x+1 2 y=x-1
0
4 2 0 2 i
Observando las graficas vemos que f(x) es continua en R y derivable en R-{1}.

b)
x+1 si x<1

Estudie la continuidad de la funcion f(x) = , .
x-1 si x21

Six < 1, f(x) = -x+1, que es una funcidén polinémica y es continua y derivable en todo R, en particular en x<1.
Six > 1, f(x) = x-1, que es una funcion polindmica y es continua y derivable en todo R, en particular en x>1.
Falta ver la continuidad en x = 1.

f(x) es continuaen x =1sif(1) = ””1‘, f(x) = Iin11 f(x)

f(1) =-(1)+1=0; Iirrll f(x) = Iirrll (-x+1) =-(1)+1 =0; Iirrll f(x) = Iirrll (x-1) = (1)-1 = 0. Como los tres valores son
iguales, la funcién f(x) es continua en x = 1.

c)

- 1 i 1
Estudie la derivabilidad de la funcion f(x) ={ Xl shoxs<

x-1 si x=1
Xx+1 si x<1 -1 si x<1
f(x) = . - fx)= , .
x-1 si x2>1 1 si x>1
f(x) es derivable en x = 1 si Iinl"ni f'(x) = Iinl1 f'(x). (Estamos viendo la continuidad de la derivada).

Iirg f(x) = ””1‘, (-1) =-1; Iinl1 f(x) = Iinl1 (1) = 1. Como Iinlwi fx)=-1=1= Iinl1 f'(x), la funcién f(x) no es

derivable en x = 1.

EJERCICIO 3
Parte |
Ay B son dos sucesos independientes de un mismo experimento aleatorio, tales que
P(A) =04, P(B) = 0'6.
a) (1 punto) Calcule p(AnB) y p(AuUB).
b) (1 punto) Calcule P(A/B) y P(B/A®) .
Solucion
5
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a)
Calcule p(AnB) y p(AuUB).

Como me dicen que las sucesos son independientes tenemos p(AnB) = p(A).p(B) = 0'4.0'6 = 0'24.
Sabemos que p(AUB) = p(A)+ p(B) - p(AnB) =04 + 0'6 — 0'24 = 0'76.

b)

Calcule P(A/B) y P(B/A®).

Sabemos que p(AmBC) =p(A) — p(AnB).

Por definicion P(a/B) =PANB) 024 _ g
p(B) 06
C 1 1
Por definicion P(B/A%) = PE AT _PBIPANB) 06024 _
p(A%) 1p(A) 104

EJERCICIO 3

Parte I

(2 puntos) Tomando, al azar, una muestra de 80 empleados de una empresa, se encontrd que 20 usaban
gafas. Halle, con un nivel de confianza del 90%, un intervalo de confianza para estimar la proporcién de
empleados de esa empresa que usan gafas.

Solucion
Sabemos que la distribucion muestral de proporciones p cuando n (tamafio de la muestra) es

suficientemente grande sigue una distribuciéon normal: N(p, M) = N(pu/w).
n n

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la proporcion p es: |(p)= {f) ~Zy /M,ﬁ +Z, 0 /M]
n n

donde z; o €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z~N(0,1) que verifica p(Z < zy.4p) =
=1-a/2.

Tomando, al azar, una muestra de 80 empleados de una empresa, se encontré que 20 usaban gafas. Halle,
con un nivel de confianza del 90%, un intervalo de confianza para estimar la proporcién de empleados de
esa empresa que usan gafas.

Datos del problema: n = 80; p=20/80 =0'25; q=1- p=1-0'25=075; 1 - a = 90% = 0’9, de donde o = 0'1.

Dep(Z=zy4p)=1-a/2=1-01/2 =095, que miramos en la tabla de la N(0,1), y no viene. Los mas
cercanos son 0’9495 y 0'9505. Elijo 0’9505 que corresponde a un punto critico z; .4, = 1'65.

El intervalo de confianza para estimar la proporcién de gafas en los empleados es:

. 5.4 e e [025075 . [025.075
I(p)= {p “Zy e /p—r:],p * 2y /%J = [0 25 - 1'65. /T’O 25 + 1'65. /TJE

= (0'17011,0'32988).



