IES Fco Ayala de Granada Sobrantes 2009 (Modelo 6) Solucién German-Jesus Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1 (3 puntos) Sean las matrices:
-1 4 -1 -2 1 3 5 -2 -6
A=|0 -1 0|; B=|0 2 -1 y C=|0 -3 2
3 1 2 1 0 1 2 0 -1
Determine X en la ecuacién matricial X.A—-2B =C.
Solucidén

Tenemos que resolver la ecuaciéon matricial X.A - 2B =C.

De X.A-2B =C, tenemos X.A = 2.B+C. Si det(A) = |A| = 0, existe la matriz inversa Al y podemos
multiplicar por la derecha la expresion “X.A = 2.B+C” por A" obteniendo.

X.A. Al = (2.B+C). A*, de donde X.I, = (2.B+C). A, es decir “” X = (2.B+C). A™ ™.

-1 4 -1 Adjuntos
JA|=|0 -1 0|segunda = (-1)(-2+3) = -1 = 0, luego existe la matriz inversa A™ = (1/|A]).Adj(A).
3 1 2| fila
-1 4 1 10 3 2 9 -1 2 9 -1 (2 9 1
A=|0 -1 0|; A'=|4 -1 1|; Adi(AY=|0 1 0]|; A'=/-1).|0 1 0|=[0 -1 O
31 2 10 2 3 13 1 3 13 1) (-3 -13 -1
21 3) (5 2 6) (4 2 6) (5 -2 6) (100
X=(@2.B+C)A%;2B+C=2.|{0 2 -1|+|0 -3 2[=|0 4 -2|+|0 -3 2|=|0 1 0|=1,
101)(2 0 1) |2 0 2){(2 0 -1/ (00 1
2 9 1
Luego X = (2.B+C).A'=X=13A'=A"=|0 -1 0
-3 -13 -1

EJERCICIO 2
Sea la funcién f(x) :Ll.
2x-1
a) (1 punto) Halle la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcion f en el punto (0,1).
b) (1 punto) Estudie la monotonia de f.
c) (1 punto) Halle las asintotas, los puntos de corte con los ejes y represente graficamente la funcion.

Solucién
a)

Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) :2)(;11, en el punto (0,1).
X_

Al darme el punto (0,1) me estan diciendo que calcule la recta tangente en x = 0, y que f(0) = 1.

Sabemos que la recta tangente en x = 0 es “ y-f(0) = f'(0)(x-0)".

1'(2X'1)'(X2'1)'2 -1 ~, por tanto f(0) = 1/(-1)* = 1.
(2x-1) (2x-1)

La rectatangente pedidaes “y -1 =1.(x-0)", es deciry = x+1.

b)

Estudie la monotonia de f.

De f(x) :%11 tenemos f'(x) =

Recordamos que la monotonia sale del estudio de la primera derivada.
Si f'(x) > 0, f(x) es estrictamente creciente (Se dibuja hacia arriba).
Si f'(x) < 0, f(x) es estrictamente decreciente (Se dibuja hacia abajo).

1 . f oy
Como f'(x) = X 1) siempre es mayor que cero, (recordamos que no esta definida en x = 1/2, n° que anula
X_
el denominador), la funcién f(x) siempre es creciente, por tanto no tiene ni maximos ni minimos.
c)

. . - . x-1
Halle las asintotas, los puntos de corte con los ejes y represente graficamente la funcion f(x) :2—1.
X-

Sabemos que el dominio de una funcion racional es R — {soluciones denominador = 0}
1
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Las asintotas verticales (A.V.) suelen ser los nimeros que anulan el denominador, después hay que
comprobar que lim f(x) = . Las asintotas horizontales son las rectas “y = b”, con lim f(x) = b.
X—a X—o

Dom(f(x)) = R- {soluciones de 2x — 1 =0} = R — {1/2}.

Como Ilim f(x) = Ilim x1 =-0'5/0+ = -0, larecta “x = 1/2" es una A.V.
x—1/2+ x->U2+ 2x-1
lim f0) = lim <L = _0'5/0- = +o0
x—1/2— x->12- 2x-1

Como lim f(x) = lim 2)(;1= {términos de mayor grado} = lim X = lim (1/2) = 1/2, larecta“y = 1/2" es

X—>+0 x—>+0 2X-1 2X  X—oto

una A.H.
Sabemos que en los cocientes de funciones polinémicas la A.H. en +w y en - « es la misma.

La funcion f(x) :2)(;11 es una funcién homogréfica, y su gréfica es una hipérbola con los ejes desplazados.
X_

Déandole un valor a f(x), a izquierda y derecha del la A.V. x = 1/2, sabemos donde esta situada. En este caso
enelll y IV cuadrante, de los nuevos ejes que son las asintotas.

Como me piden los cortes con lo ejes estos valdran:

Para x = 0, f(0) = 1. Punto (0,1), corte con el eje OY.

Para f(x) = 0, tenemos x - 1 = 0, de donde x = 1. Punto (1,0), corte con el eje OX.

También sabemos que la gréafica de una hipérbola nunca toca ni atraviesa las asintotas.
Teniendo en cuenta lo anterior, un esbozo de la gréafica es (en azul la funcion, y en rojo las asintotas):

EJERCICIO 3

Parte |

Se consideran dos sucesos Ay B, asociados a un espacio muestral, tales que
p(AuB) =1, p(AnB) = 0’3 y p(A/B) = 0'6.

a) (1'5 puntos) Halle las probabilidades de los sucesos Ay B.

b) (0’5 puntos) Determine si el suceso B es independiente del suceso A.

Solucion

a)

Halle las probabilidades de los sucesos Ay B.

Tenemos p(AUB) = 1, P(AnB) = 0’3y P(A/B) = 0'6.

Por otro lado sabemos que p(AuB) = p(A)+ p(B) - p(AnB) y que p(A/B) :%
p

P(ANB) , sustituyendo tenemos 0’6 = 0'3/p(B), por tanto p(B) = 0'3/0’6 = 0'5.

De p(A/B) =
De p(AUB) = p(A)+ p(B) - p(AnB), sustituyendo tenemos 1 = p(A)+0'5-0'3, por tanto p(A) = 0'8.
b)
Determine si el suceso B es independiente del suceso A.
Sabemos que A y B son independientes si p(AnB) = p(A).p(B).
p(AnB) =03, y p(A).p(B) =0'5.0'8 = 0'4. Como p(AnB) =0'3 = 0'4 = p(A).p(B), los sucesos Ay B no son
independientes.
2
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EJERCICIO 3
Parte I
El gasto que hacen las familias espafiolas en regalos de Navidad sigue una ley Normal de media
desconocida y desviacion tipica 84 euros. Para estimar esta media se selecciond una muestra aleatoria y se
obtuvo el intervalo de confianza (509'41; 539'79), con un nivel de confianza del 97%.
a) (0’5 puntos) ¢ Cudl ha sido la media de la muestra escogida?
b) (1’5 puntos) ¢ Qué tamafio tenia la muestra?
Solucién
Sabemos que si una variable aleatoria X sigue una normal N(u, o), la distribucién muestral de medias
o
=).
Jn
Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
() = [y_z 9 ez .gj

1-al2 \/ﬁ’ 1-al2 \/ﬁ
donde z_o» €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1), que verifica
P(Z < 21.42)=1-0/2

X sigue una normal N(p,

- L Lo o] . .
También sabemos que el error maximo de la estimacion es E = z,__, -—, para el intervalo de la media.
Jn
2
o ~ Z,20 o
DeE = ZH,Z.T, obtenemos el tamafio de la muestra es n = —E en N(u, T).
n n

. : , b-a
Si me dan el intervalo de confianza (a, b), tenemos en cuenta que el error es E = — y que el punto

a+b

medio del intervalo, es decir , Sera X que es la media muestral.

a)

¢,Cudl ha sido la media de la muestra escogida?

Datos: Intervalo (509'41; 539'79) = (a, b); 0 =84; 1 - o = 97% = 0’97, de donde o = 0’03.
De (a, b) sabemos que la media muestral es X = (a+b)/2 = (509'41+ 539'79)/2 = 524'6.
b)

¢, Qué tamafio tenia la muestra?

- Z,.,0
Sabemos que el tamafio de la muestra es n = (%) :

Del intervalo (a, b) sabemos que E = (b-a)/2 = (539’79 - 509'41)/2 = 15’19.
Solo me queda calcular el punto critico z; .

Dep(Z<2z1q4p) =1-0/2=1-003/2=0'985, qgue miramos en la tabla de la N(0,1) y corresponde a un punto
Critico z; .40 = 2'17.

2 , 2
El tamafio de la muestra pedido es n = Zrap 0 | (217841 144.
E 15'19

OPCION B

EJERCICIO 1
a) (1’25 puntos) Plantee, sin resolver, el siguiente problema de programacion lineal: "Una empresa fabrica
camisas de dos tipos, A y B. El beneficio que obtiene es de 8 euros por cada camisa que fabrica del tipo A, y
de 6 euros por cada una del tipo B. La empresa puede fabricar, como méaximo, 100000 camisas, y las del
tipo B han de suponer, al menos, el 60% del total. ¢, Cuantas camisas debe fabricar de cada tipo para
obtener el maximo beneficio?"
b) (1’75 puntos) Represente la region definida por las inecuaciones:

Y<X, Y+2X<6, X<4y+3.
Calcule el maximo de F(x,y) =y +2x en la regién anterior e indique dénde se alcanza.

Solucién

a)
Plantee, sin resolver, el siguiente problema de programacion lineal: "Una empresa fabrica camisas de dos
tipos, Ay B. El beneficio que obtiene es de 8 euros por cada camisa que fabrica del tipo A, y de 6 euros por
cada una del tipo B. La empresa puede fabricar, como maximo, 100000 camisas, y las del tipo B han de
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suponer, al menos, el 60% del total. ¢ Cuantas camisas debe fabricar de cada tipo para obtener el maximo
beneficio?"

Llamamos “x” camisa tipo A .
Llamamos “y” camisa tipo A.
Para determinar las inecuaciones y la funcién Beneficio F(x,y), ponemos un cuadro de doble entrada que

nos lo simplificara.

Tipo A Tipo B Méaximo y F(x,y)
Camisas X y 100000
Topes camisas Mas de 0 Més de 60% del total
Beneficio 8€ 6€ 8x + 6y

Teniendo en cuenta lo anterior tenemos las siguientes inecuaciones:
X +y <100000; x=0; y=60% de (x+y), es deciry =2 0'6x+0’6y, luego 0’4y = 0'6x .
La funcion que maximiza el beneficio es F(x,y) = 8x + 6y.
b)
Represente la region definida por las inecuaciones:
Y<X, Y+2X<6, x<4y+3.
Calcule el maximo de F(x,y) =y +2x en la region anterior e indique dénde se alcanza.

Primeramente transformamos las desigualdades “y < x, y +2x < 6, x < 4y+3"en igualdades, y ya su gréfica
es una recta,

Yy=X, y+2X =6, X =4y+3.
Despejamos la “y”, y dibujamos las rectas correspondientes: y = x; y =-2x+6; y = x/4-3/4.

24
y=x

14 y=-2x+6

0 -

-1 0 y=walzjg_ 2 3\
---'ﬂ;"

Fijandonos en las desigualdades: y < x; y < -2x+6; y = x/4-3/4, la region factible y sus vértices A,B y C
son:

y=X

y=-2X+6

y=x/4-3/4

Calculamos los vértices resolviendo las ecuaciones de las rectas de dos en dos:

y=X; y=-2x+6; y =x/4-3/4
De y=-2x+6 e y=Xx/4-3/4, tenemos -2x+6 = x/4-3/4, de donde -8x+24 = x-3, luego 9x = 27, por tanto x=3 e
y=0 el punto de corte es A(3,0).
Dey=x e y=x/4-3/4,tenemos x = x/4-3/4, de donde 4x = x-3, luego 3x = -3, por tanto x=-1 e y=-1el
punto de corte es B(-1,-1).
Dey=x e y=-2x+6, tenemos X = -2x+6, de donde 3x = 6, luego x =2 e y= 2 el punto de corte es C(2,2).

Los vértices de la region son A(3,0), B(-1,-1) y C(2,2).
Consideremos la funcion F(x, y) =y +2x.

El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal, afirma que la funcion F alcanza su maximo y su
minimo absoluto en la regién acotada, y que este extremo debe esta situado en algun vértice del recinto (si

4
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coincide en dos vértices consecutivos, la solucién es todo el segmento que los une), por lo que evaluamos F
en los puntos anteriores:

F(3,0) = (0) +2(3) = 6, F(-1,-1)= (-1) +2(-1) =-3, F(2,2) = (2) +2(2) = 6.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos el minimo absoluto de la funcién F en la region es -3 (el valor menor
en los vértices) y se alcanza en el punto (-1,-1), y el maximo absoluto es 6 (el valor mayor en los vértices) y
se alcanza en los puntos (3,0) y (2,2); por tanto el maximo absoluto se alcanza en todo el segmento que
une los puntos (3,0) y (2,2).

EJERCICIO 2

L - . e si x<0
Sea la funcion f: R — R definida mediante f(x) = . .
x®-x+1 si x>0

a) (1 punto) ¢Es f continua en x = 0? ¢ Es continua en su dominio?

b) (1 punto) ¢ Es f derivable en x = 0? ¢ Es derivable en su dominio?

c) (1 punto) Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.
Solucion

a)

e si x<0 . . -
SEs f(x) = continua en x = 0? ¢ Es continua en su dominio?

x*-x+1 si x>0
Vemos que el dominio de f(x) es todo R.

f(x) es continua en x = 0 si f(0) = Iinoq f(x) = IirE\ f(x)

f(0) = e®=1; Iirp f(x) = IirQ e™= e’=1; Iirgl f(x) = Iin01 (x3 — X +1) = 0-0+1 = 1. Como los tres valores son
iguales, la funcion f(x) es continua en x = 1, por tanto es continua en su dominio R.

b)

¢Es f(x) :{
Vemos que el dominio de f(x) es todo R.

e si x<0 . -e si x<0
f(x) = s ) -  f(x)= ) ) .
X’-x+1 si x>0 3x°-1 si x>0

f(x) es derivable en x = 0 si Iirgli f(x) = Iirp f'(x). (Estamos viendo la continuidad de la derivada).

e si x<0 . . -
s ) derivable en x = 0? ¢ Es derivable en su dominio?
x°-x+1 si x>0

-X -X

Iirpﬁ f'(x) = Iir(rl (-e™) =-1; Iino"n f(x) = Iirp (3x*—1) = -1. Como "”11 f(x)=-1= Iirrll f'(x), la funcién f(x) es

derivable en x = 1, por tanto es derivable en su dominio R.

c)

Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.
Sabemos que la recta tangente en x = 1 es “ y-f(1) = f'(1)(x-1)".

También sabemos que x = 1 estd en larama x > 0, luego f(x) = x> —x + 1 y f(x) = 3x* — 1.
De f(x) = x> — x + 1, tenemos f(1) = 1-1+1 =1.

De f'(x) = 3x% - 1, tenemos f(1)=3-1=2.

La recta tangente pedida es “ y-(-1) = (2)(x-1)", es decir y = 2x- 3.

EJERCICIO 3

Parte |

El 70% de los visitantes de un museo son espafioles. El 49% son espafoles y mayores de edad. De los que
no son espafioles, el 40% son menores de edad.

a) (1 punto) Si se escoge, al azar, un visitante de este museo, ¢,cual es la probabilidad de que sea mayor de
edad?

b) (1 punto) Se ha elegido, aleatoriamente, un visitante de este museo y resulta que es menor de edad,
¢cual es la probabilidad de que no sea espafiol?

Solucion
Llamemos Es, Es® = F, M y M®= N a los sucesos siguientes, “visitante espafol”, “visitante no espafiol”, "
mayor de edad" y " menor de edad”, respectivamente.
5
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De “el 70% de los visitantes de un museo son espafioles”, tenemos p(Es) = 70% = 0'7, y por el suceso
contrariop(F)=1-p(Es)=1-07=03.

De “el 49% son espafioles y mayores de edad”, tenemos p(EsnM) = 49% = 0’49.

De “los que no son espafioles, el 40% son menores de edad”, tenemos p(N/F) = 40% = 0'4.

Trasladamos estos datos a una tabla de contingencia

Es Es“=F | Totales
Mayor = M 0’49 0'18 0'67
M® =N 021 012 033
Totales 07 0'3 1

Calculamos de p(N/F) = 0’4, p(NNF) para completar la tabla.
p(N/F) = 0’4 ={ definicion} = [p(NNF)]/[p(F)], de donde p(NNF) = p(F).p(N/F) =0'3.0'4 = 0’12.
Los datos en negrita los hemos obtenido sumando o restando de los totales.

a)
Si se escoge, al azar, un visitante de este museo, ¢ cudl es la probabilidad de que sea mayor de edad?

Me estan pidiendo p(M), y la tabla me dice que p(M) = 0’67.

b)
Se ha elegido, aleatoriamente, un visitante de este museo y resulta que es menor de edad, ¢ cual es la
probabilidad de que no sea espafiol?

Me estan pidiendo p(F/N).
p(F/N) = {por definicion} :% =(012)/(0'33) = 0'3636.
EJERCICIO 3
Parte |
Los jovenes andaluces duermen un namero de horas diarias que se distribuye segun una ley Normal de
media desconocida, u, y desviacion tipica 2 horas. A partir de una muestra de 64 jévenes se ha obtenido
una media de 7 horas.
a) (1 punto) Halle un intervalo de confianza, al 97%, para la media poblacional p.
b) (1 punto) Manteniendo la misma confianza, ¢ cual debe ser el tamafio minimo de la muestra para estimar
la media de horas de suefio, cometiendo un error maximo de 0'25 horas?
Solucion
Sabemos que si una variable aleatoria X sigue una normal N(u, o), la distribuciébn muestral de medias

X sigue una normal N(y, %).

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:

(= o - o
I(w) = {X_Zl-a/z 'ﬁvx +Zy a2 ﬁ)

donde z; o €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1), que verifica
P(Z < Z1.42)=1-0/2

- L L (o] . .
También sabemos que el error maximo de la estimacion es E = z,__,, -—, para el intervalo de la media.
Jn
2
o ~ Z,20 o
DeE= z_,,.——, obtenemos el tamafio de la muestraes n= | —==—| en N(u,—).
Jn E Jn
a)

Halle un intervalo de confianza, al 97%, para la media poblacional p.
Datos: 6 =2;n=64; X=7;1-a=97% =097, de donde o = 0'03.

Dep(Z<2zy.q4) =1-0/2=1-003/2=0'985, que miramos en la tabla de la N(0,1) y corresponde a un punto
Critico z;. 40 = 2'17.
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El intervalo de confianza para estimar la media es: I(u) = (Y X+z

o} o )_
~Zian ’ﬁl 1-al2 ﬁ -

= [7-2'17.i,7+2'17.i ] = (6’4575, 7'5425).

MR
b)

Manteniendo la misma confianza, ¢ cual debe ser el tamafio minimo de la muestra para estimar la media de
horas de suefio, cometiendo un error méximo de 0’25 horas?

- Z,.,0
Sabemos que el tamafio de la muestra es n = (%) :

2 . 2
El tamario de la muestra pedido es n = [Zl"gﬁj =(20i'52j = 301’3696, por tanto n = 302.



