IES Fco Ayala de Granada Junio de 2013 (Reserva 2 Modelo 1) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

SELECTIVIDAD ANDALUCIA MATEMATICAS CCSS JUNIO 2013 MODELO 1 (RESERVA 2)

OPCION A

EJERCICIO 1 (A)
(2’5 puntos) Un fabricante elabora dos tipos de anillos a base de oro y plata. Cada anillo del primer
tipo precisa 4 g de oro y 2 de plata, mientras que cada uno del segundo necesita 3 g de oro y 1 de
plata. Sabiendo que dispone de 48 g de oro y 20 de plata y que los precios de venta de cada tipo de anillo
son 150 euros el primero y 100 euros el segundo, ¢cuantos anillos de cada tipo tendria que producir para
obtener los ingresos maximos? ¢ A cuanto ascenderian estos ingresos?

Solucién
Un fabricante elabora dos tipos de anillos a base de oro y plata. Cada anillo del primer tipo precisa 4 g
de oro y 2 de plata, mientras que cada uno del segundo necesita 3 g de oro y 1 de plata. Sabiendo que
dispone de 48 g de oro y 20 de plata y que los precios de venta de cada tipo de anillo son 150 euros el
primero y 100 euros el segundo, ¢cuantos anillos de cada tipo tendria que producir para obtener los
ingresos maximos? ¢ A cuanto ascenderian estos ingresos?

“x” = Namero de anillos primer tipo.
“y” = Namero de anillos segundo tipo.

Funcion Obijetivo F(x,y) = 150x + 100y. (los precios de venta de cada tipo de anillo son 150 € el primero y

100 € el segundo)

Restricciones:

De “dispone de 48 g de oro, el primer tipo precisa 4 g de oro, el segundo necesita 3 g de oro”, tenemos
- 4x + 3y <48

De “dispone de 20 g de plata, el primer tipo precisa 2 g de plata, el segundo necesita 1 g de plata”,

tenemos - 2x+y<20

“Se fabrica algun anillo” — x20,y>20

Resumiendo tenemos las desigualdades: 4x + 3y <48, 2x+y<20, x>0, y>0

Las desigualdades 4x +3y <48, 2x+y<20, x>0, y=>0, las transformamos en igualdades, y ya son
rectas, 4x+3y=48, 2x+y=20, x=0, y=0

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y”, y tenemos:
y=-4x/3+16, y=-2x+20, x=0, y=0

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, entre las que estaran los bordes del

recinto delimitado por las inecuaciones dadas, que es la region factible que sabemos es un poligono

convexo. Resolveremos las ecuaciones de las recta y obtendremos los vértices de dicho poligono convexo.
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Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De x=0 e y=0, luego el vértice A es el punto A(0,0)

De y=0 e y=-2x+ 20, tenemos 0 =-2x + 20, luego x = 10. El vértice B es el punto B(10,0).

De y=-2x+20 e y=-4x/3+16, tenemos -2x+20 = -4x/3+16, es decir -6x+60 = -4x+48, luego 12 = 2x por
tanto x =6 e y = 8. El vértice C es el punto C(6,8).

Dex=0 e y=-4x/3+ 16, tenemos y = 16. El vértice D es el punto D(0,16).

Vemos que los vértices del recinto son: A(0,0), B(10,0), C(6,8) y D(0,16).

La regidn factible es el poligono convexo dibujado anteriormente con sus bordes y con vértices en los puntos
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A(0,0), B(10,0), C(6,8) y D(0,16).
Calculemos el minimo de la funciéon F(x,y) = 150x + 100y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada, y que estos extremos deben estar situados en algin vértice del recinto, por lo que evaluamos
F en los puntos anteriores A(0,0), B(10,0), C(6,8) y D(0,16). En el caso de que coincidan en dos vértices
consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 150(0) + 100(0) = 0; F(10,0) = 150(10) + 100(0) = 1500;

F(6,8) = 150(6) + 100(8) = 1700; F(0,16) = 150(0) + 100(16) = 1600

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en la region es 1700 (el
menor mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(6,8), es decir los ingresos maximos son de
1700 € y se alcanzan al producir 6 anillos del primer tipo y 8 del segundo tipo.

EJERCICIO 2 (A)
X+ 6x-5 si 2<x<4

Consideremos la funcion f(x) = ]
2x+11 si 4<x<5

a) (1 punto) Estudie la derivabilidad de la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 4.
b) (1'5 puntos) Represente graficamente la funcién f(x) e indique dénde alcanza su maximo y su minimo

absolutos. ¢ Cudl es el valor del maximo? ¢Y del minimo?
Solucion
2 .
. ., -X“+6x-5 si 2<x<4
Consideremos la funcién f(x) = ]
-2x+11 si 4<x<5

a)
Estudie la derivabilidad de la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 4.

Sabemos que si una funcion es derivable entonces también es continua. Veamos la continuidad y la
derivabilidad de f en x = 4.
La funcion e* es una funcién exponencial y es continua y derivable en R, en particular en x < 0.

f(x) es continuaen x =4 sif(4) = Iinl f(x) = Iir£1 f(x).
f(4) = lim f(x) = lim (-x*+6x-5)=-(4)°+6(4) -5 =3; lim f(x) = lim (-2x + 11) =-2(4) + 11 = 3, por tanto

f(x) es continua en x = 4.

X’+6x-5 si 2<x<4 2x+6 si 2<x<4
) = | : 100 = .
2Xx+11 si 4<x<5 -2 si 4<x<5

f(x) es derivable en x = 4 si Iirglif ‘(x) = Iino"n f {(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

Iirﬂf ‘x) = Iir[l (-2x +6) =-2(4) + 6 = -2; Iirzl f'(x)= Iir? (-2) = -2. Como los resultados son iguales, f(x)
es derivableen x =4.

b)

Represente graficamente la funcion f(x) e indique dénde alcanza su maximo y su minimo absolutos. ¢ Cual
es el valor del maximo? ¢Y del minimo?

x*+6x-5 si 2<x<4
f(x) = )
-2x+11 si 4<x<5
Si2<x<4,fx)=- X* + 6X - 5, cuya gréafica es un trozo parabola, que tiene las ramas hacia abajo (M),
porque el n° que multiplica a x* es negativo, con f(2) = -(2)° + 6(2) - 5 = 3, f(4) = -(4)* + 6(4) - 5= 3, y con
vértice en la abscisa en x = -6/-2 = 3, que sabemos es un maximo. El vértice es V(3,f(3)) = V(4,1).
La grafica de la parabola, ente 2 y 4, es:
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Si4 <x <5, f(x) =-2x + 11, tiene por gréafica un segmento con f(4") =3 y f(5) =1

Su gréfica es

21 y = -dx+11

Juntando ambas graficas tenemos que la gréafica de f(x) es:

4 ——

K— a4 k
3

N\

) = N
o) =-2x+ 11 N\

Observando la grafica vemos que el maximo absoluto coincide con el vértice de la rama parabdlica
V(3,4), es decir se alcanza en x = 3y vale f(3) =4 y el minimo absoluto se alcanza en x =5y vale
f(5) = 1.

EJERCICIO 3 (A)
En un experimento aleatorio, la probabilidad de que ocurra un suceso A es 0’68, la de que ocurra otro
suceso B es 0’2, y la de que no ocurra ninguno de los dos es 0'27. Halle la probabilidad de que:
a) (1 punto) Ocurran los dos a la vez.
b) (0’75 puntos) Ocurra B pero no A.
¢) (0’75 puntos) Ocurra B, sabiendo que no ha ocurrido A.
Solucion
En un experimento aleatorio, la probabilidad de que ocurra un suceso A es 0'68, la de que ocurra otro
suceso B es 0’2, y la de que no ocurra ninguno de los dos es 0'27. Halle la probabilidad de que:
a)
Ocurran los dos a la vez.

Del problema tenemos: p(A) =068, p(B) =02 y p(ninguno) = p(noA y noB) = p(ACmBC) =027.
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: c . P(ANB)
Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(AnB~) = p(A) - p(AnB); p(A/B) :W

p(B)=1- p(BC); p(ACmBC) ={Ley de Morgan} = p(AuB)C = {suceso contrario} = 1 - p(AUB).

Me piden p(los dos a la vez) = p(Ay B) = p(AnB).

De p(ACmBC) =027 = {Ley de Morgan} = p(AuB)C = {suceso contrario} = 1 - p(AUB), tenemos p(AUB) =
=1-027=073.

Tenemos p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB), es decir 0’73 =068 + 02 - p(AnB), luego p(AnB) = 0'15.

b)

Ocurra B pero no A.

Me piden p(B pero no A) = p(B y noA) = p(BNA®) = p(B) - p(AnB) = 0'2 — 015 = 0'05.
c)
Ocurra B, sabiendo que no ha ocurrido A.

=0'15625.

BNA° - '
Me piden p(B, sabiendo que no ha ocurrido A) = p(B/A®) = p( s ) _PB)-pANB) _005
p(A~) 1-p(A) 0'32

EJERCICIO 4 (A)

Queremos estudiar la proporcion de personas de una poblacion que acceden a internet a través de teléfono
movil. Para ello hacemos una encuesta a una muestra aleatoria de 400 personas de esa poblacion, y
obtenemos que 240 de ellas acceden a internet a través del movil.

a) (1'75 puntos) Determine un intervalo de confianza, al 98'5%, para la proporcion de personas de esa
poblacién que acceden a internet a través del teléfono movil.

b) (0’75 puntos) Razone el efecto que tendria sobre la amplitud del intervalo de confianza el aumento
o disminucion del tamafio de la muestra, suponiendo que se mantuvieran la misma proporciéon muestral y
el mismo nivel de confianza.

Solucion
Sabemos que si n = 30 para la proporcion muestral p, el estimador PROPORCION MUESTRAL f) sigue

~ A~

una normal N(f), M) que es la distribucién muestral de proporciones, donde a =1- f) y
n

~ A ~ A

generalmente escribimos p ~N(p, M) o p— N(p, Pq ).
n n

z . Z, -

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la proporcion p de las muestras es:

I.C.(p) = [f) - zla,z.\/@,ﬁ + ZlalZ'\/@J = (b-a)
n n

donde z; ., es el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z~N(0,1) que verifica
p(Z < Zl_a/g):l'a/z.
p(L-p) (Z,.4)°-P-G

El error cometidoesE< z,__,,..|—— = (b-a)/2, de donde el tamafio de la muestra es n > —
n

Queremos estudiar la proporcion de personas de una poblacion que acceden a internet a través de teléfono
movil. Para ello hacemos una encuesta a una muestra aleatoria de 400 personas de esa poblacion, y
obtenemos que 240 de ellas acceden a internet a través del movil.

a)

Determine un intervalo de confianza, al 98'5%, para la proporcién de personas de esa poblacién que
acceden a internet a través del teléfono movil.
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Datos del problema: f): 240/400 = 0’6, a: 1-06=04, n=400, nivel de confianza 1 —a = 98’5% =

= 0’985, de donde o = 0’015 = 1'5% como nivel de significacion.
De a = 0'015 tenemos /2 = 0’0075

De laigualdad p(Z< z;.40) =1-a/2=1-0'0075 = 09925, que se mira en la tabla de la distribucion Normal
N(0,1), y nos dara el correspondiente valor critico z; . o». Mirando en la tabla de la N(0,1) vemos que el valor
0’9925 viene en la tabla y que corresponde a z,.4» = 2'43. Por tanto el intervalo de confianza pedido es:

X 5q . 0604 0'60'4
I.C.(p):{p-zla,z. /%,p 1a,z/ J ( '6-2'43. | 0'6 + 2'43. | 206 J

= (0'540477; 0'659623)

b)

Razone el efecto que tendria sobre la amplitud del intervalo de confianza el aumento o disminucion
del tamafio de la muestra, suponiendo que se mantuvieran la misma proporcion muestral y el mismo nivel
de confianza.

Observamos que en la formula del intervalo de confianza, el tamafio “n” se encuentra en el denominador de

p-q
n

una raiz cuadrada. El cociente es un n®entre 0 y 1. Cuanto mas grande sea “n”, mas pequefio sera el

cociente M, por tanto el intervalo tendra un radio menor y serd mas pequefio.
n

, por tanto el intervalo tendra un

Al contrario cuanto mas pequefo sea “n”, mas grande sera el cociente p 9
n

radio mayor, y sera mas grande. Veamoslo aumentando y disminuyendo “n”

Para n = 400 teniamos | 0'6 - 2'43- /0 604 56 + 243 /0 604 ) . (0'540477; 0'659623)
400 400
Para n = 1000 tendriamos | 0'6 - 2'43- /0 60'4 ,0'6 +2'43. /m = (0'562355; 0'63765) (menor)
1000 1000
Para n = 100 tendriamos [0'6 -2'43. /0160% 4 ,0'6 + 2'43. /%J = (0’480955; 0'719045) (mayor)

OPCION B

EJERCICIO 1 (B)

a) (1 punto) En un problema de programacion lineal, la regién factible es la regidn acotada cuyos vértices son
A(2,-1), B(-1,2), C(1,4) y D(5,0). La funcion objetivo es la funcion f (x,y) = 2x + 3y + k, cuyo valor maximo,
en dicha regién, es igual a 19. Calcule el valor de k e indique donde se alcanza el maximo y donde el
minimo.

2 2 0 1
b) (1’5 puntos) Sean las matricesA=(1 -2 3), B=|-1|, C=|1 1 -1|.
1 13 2
Resuelva, si es posible, la ecuacion matricial B-A + 2X = C.
Solucion

a)

En un problema de programacion lineal, la regién factible es la region acotada cuyos vértices son A(2,-1),
B(-1,2), C(1,4) y D(5,0). La funcién objetivo es la funcién f(x,y) = 2x + 3y + k, cuyo valor maximo, en dicha
region, es igual a 19. Calcule el valor de k e indique dénde se alcanza el maximo y dénde el minimo.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que evaluamos
f en los puntos anteriores A(2,-1), B(-1,2), C(1,4) y D(5,0). En el caso de que coincidan en dos vértices
consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

f(2,-1) =2(2) +3(-1) + k=1 +k; f(-1,2) =2(-1) +3(2) + k =4 + k;
f(1,4) =2(1) +3(4) + k=14 + k; f(5,0)=2(5) +3(0) +k=10+k.
Siigualdsemos las cuatro expresiones al méximo 19, observariamos que “k” siempre es un himero positivo.
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Por tanto el maximo se alcanza en el vértice (1,4) que tiene el valor mas alto de todos + “k” que es positivo,
sea cual sea el n° “k”, con lo cual f(1,4) = 2(1) + 3(4) + k=14 + k =19, de donde k = 5.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién f en la regién es 19 (el
mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(1,4) y el minimo absoluto de la funcion f en la regién
es 5 (el menor en los vértices) y se alcanza en el vértice A(2,-1).

b)
2 2 0 -1
Sean las matricesA=(1 -2 3), B=|-1|,C=|1 1 -1|.
1 13 2
Resuelva, si es posible, la ecuacion matricial B-A + 2X = C.
2 0 -1 2 2 0 -1 2 4 6
De B-A+2X=C,tenemos 2X=C-B-A=|1 1 -1|-|-1|-1 -2 3=|1 1 -1|-|-1 2 -3|=
13 2 1 13 2 1 -2 3
0 4 -7 0 4 -7 0o 2 -7/2
=|2 -1 2 |.Lasoluciénes X = (1/2)-(C—B-A):(1/2)-{2 -1 2 )=|1 -1/2 1/2
0 5 -1 0 5 -1 0 52 -1

EJERCICIO 2 (B)
Sea la funcion f(x) = x3/3 + x/2- 2x + 3.
a) (1 punto) Determine sus maximos y minimos relativos.
b) (1 punto) Consideremos la funcién g(x) = f'(x). Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de
la funcién g(x), en el punto de abscisa x = 2.
¢) (0’5 puntos) Dibuje la grafica de g(x) y de la recta tangente calculada en b).
Solucion
Sea la funcién f(x) = x3/3 + x/2- 2x + 3.
a)
Determine sus maximos y minimos relativos.

Recordamos que los extremos relativos anulan la piemra derivada, f'(x).
Sif'(a) =0y f’(a) >0, x = aes un minimo relativo y vale f(a).
Sif'(a) =0y f’(a) <0, x =aes un maximo relativo y vale f(a).

Calculamos f'(x) y resolvemos la ecuacion f'(x) = 0.

fi(x) = x> + x — 2.

Def(x) =0 —» X +x-2=0, cuyas so9luciones son x =-2 y x =1, que serén los posibles extremos
relativos.

f(x) = x> +x—-2; f(x) = 2x + 1

Como f(-2)=0 y f'(-2)=2(-2) +1 =-3< 0, x =-2 es un maximo relativo y vale f(-2) = 19/3.
Como f(1)=0 y (1) =2(1)+1=3>0,x =1 es un minimo relativo y vale f(1) = 11/6.

b)

Consideremos la funcion g(x) = f’(x). Calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcién
g(x), en el punto de abscisa x = 2.

Tenemos que g(x) =f'(x) = X2+ X -2

La recta tangente a la graficade g en x=2es y—g(2) = g'(2)(x — 2).

g(x) = f(x) = x>+ x — 2, luego g(2) = 4

g(x)=f'(x)=2x + 1, luego g'(2) =5

La recta tangente pedidaes y —4 =5-(x — 2).

c)

Dibuje la gréfica de g(x) y de la recta tangente calculada en b).

La grafica de g(x) = x* + X — 2, es un parabola, que tiene las ramas hacia arriba (U), porque el n° que
multiplica a X° es positivo, con vértice en la abscisa en x = -1/2, que sabemaos es un minimo. El vértice es el
punto V(-1/2,f(-1/2)) = V(-1/2,-9/4) = V(-0'5,-2'25). Corta al eje de ordenadas OY en el punto (0,-2) y al eje de
abscisas en los puntos (-2,0) y (1,0), puesto que x =-2 y x = 1 eran las soluciones de x> + x — 2 = 0.
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Como larecta y—4 =5-(x—2) es la recta tangente en el punto (2,9(2)) = (2,4), la dibujamos sabiendo que
es la recta tangente. (También podriamos darle otro valor, pues con dos puntos podemos dibujar una recta).
Un es bozo de las gréaficas de g y de la recta tangente en x = 2 es:

glx)=2"+2-2

EJERCICIO 3 (B)
Una encuesta realizada en un banco indica que el 60% de sus clientes tiene un préstamo hipotecario, el 50%
tiene un préstamo personal y un 20% tiene un préstamo de cada tipo. Se elige, al azar, un cliente de ese
banco:
a) (1’25 puntos) Calcule la probabilidad de que no tenga ninguno de los dos préstamos.
b) (1’25 puntos) Calcule la probabilidad de que tenga un préstamo hipotecario sabiendo que no tiene
préstamo personal.

Solucion
Una encuesta realizada en un banco indica que el 60% de sus clientes tiene un préstamo hipotecario, el 50%
tiene un préstamo personal y un 20% tiene un préstamo de cada tipo. Se elige, al azar, un cliente de ese
banco:
a)
Calcule la probabilidad de que no tenga ninguno de los dos préstamos.

Llamamos Ay B a los sucesos “cliente con un préstamo hipotecario” y “cliente con un préstamo personal”.
Del problema tenemos: p(A) = 60% = 0'6, p(B) =50% =05 y p(ambos) = p(A~B) = 20% = 0'2.

Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(A~B); p(AB) =%; p(B) = 1 - p(BY;
p(ACmBC) ={Ley de Morgan} = p(AuB)C = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(AmBC) = p(A) - p(AnB).

Me piden p(no tenga ninguno)= p(noA y noB) = p(ACmBC) ={Ley de Morgan} = p(AuB)C = {suceso contrario}=
=1 - p(AuUB).

Calculamos p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB) =06 + 0’5 — 0’2 = 0’9, por tanto:

p(no tenga ninguno) = p(A°"B%) =1 - p(AUB) =1 - 0'9 = 0'1.

b)

Calcule la probabilidad de que tenga un préstamo hipotecario sabiendo que no tiene préstamo personal.

Me piden p(un préstamo hipotecario sabiendo que no tiene préstamo personal) = p(A/B°) =
c ] ]

_P(ANB®)  pA)-p(AnB) _0'6-02 _ o oo

p(B®) 0'25 1-0'5
EJERCICIO 4 (B)
a) (1'25 puntos) Una poblacién de 6000 personas se ha dividido en 3 estratos, uno con 1000 personas, otro
con 3500 y otro con 1500. En esa poblacion se ha realizado un muestreo estratificado con afijacion
proporcional, en el que se han elegido al azar 15 personas del tercer estrato. Determine el tamafio de la
muestra total obtenida con este muestreo y su composicion.
b) (1’25 puntos) Dada la poblacién {1,4,7}, construya todas las muestras posibles de tamafio 2 que puedan
formarse mediante muestreo aleatorio simple, y halle la varianza de las medias muestrales de todas esas
muestras.

Solucion
a)
Una poblacion de 6000 personas se ha dividido en 3 estratos, uno con 1000 personas, otro con 3500 y
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otro con 1500. En esa poblacidon se ha realizado un muestreo estratificado con afijacién proporcional, en
el que se han elegido al azar 15 personas del tercer estrato. Determine el tamafio de la muestra total
obtenida con este muestreo y su composicion.

Sabemos que en un muestreo aleatorio estratificado con afijacion proporcional, si hay “k” estratos y que el
ndmero de elementos de cada estrato es Ny, N, ..., Ni, ¥ Si ny, Ny, ..., Nk son los elementos de cada una de
las muestras de los estratos, el tamafio total de la muestra n = n; + n,, +...+ ng y se calculan eligiendo los
ndmeros ny, Ny, ..., N, proporcionales a los tamafios de los estratos Ny, Ny, ..., Nk, es decir

M _Np_ 2N
N, N, TN, N
En nuestro caso —_ = _2_ = 15 __»n
1000 3500 1500 6000
De S _.n , tenemos n =M= 60, luego el tamafio de la muestra es n = 60 personas.
1500 6000 1500
De LU £ tenemos n; -1000-15 _ 10, luego hay n; = 10 personas del primer estrato.
1000 1500 1500
De N, - £ tenemos n;, - 350015 _ 35, luego hay n, = 35 personas del segundo estrato.
3500 1500 1500
El problema me habia dicho que habia 15 personas del tercer estrato.
b)

Dada la poblacion {1,4,7}, construya todas las muestras posibles de tamafio 2 que puedan formarse
mediante muestreo aleatorio simple, y halle la varianza de las medias muestrales de todas esas muestras.

Supongo que el muestreo es con reemplazamiento. Hay 9 muestra con reemplazamiento de tamafio 2. Los

resultados pueden verse en la tabla siguiente:

MUESTRAS
111 1414 (41|77 |7
Elementos
4 [71]1
Media de la
_ |1 25412594 B5|4b5|7
muestra X;

La distribucion muestral de medias puede verse en la tabla que sigue.

Xi N Ni. X ni'(Xi)2
1 1 1 1
2'5 2 5 12’5
4 3 12 48
55 2 11 60'5
7 1 7 49
> N =9 36 171

La media de la distribucion muestral de medias (media de medias) es:

XN g

= =4,

N 9

p=X=

La desviacion tipica de la distribucion muestral de medias es:

o= /W SX? = /1?71 - (4)? = /3 21'732051.
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