IES Fco Ayala de Granada Septiembre de 2013 (Modelo 3 Reserva 1) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

SELECTIVIDAD ANDALUCIA MATEMATICAS CCSS SEPTIEMBRE 2013 MODELO 3 RESERVA 1

OPCION A
EJERCICIO 1 (A)

3 1 21
a) (1'25 puntos) Se consideran las matrices A = (5 2] y B= [3 ZJ '

Determine la matriz X que verifica B-X = 3A + A",

2 5 6
b) (1’25 puntos) Calcule la matriz Y que verifica | 1 -5|-Y =|-12].
2 -1 -6
Solucion

a)
. . 31 2 1
Se consideran las matrices A = y B= .
5 2 3 2
Determine la matriz X que verifica B-X = 3A + A'.

S la matriz B tiene matriz inversa B™, (podemos pasar de (B|l;) mediante transformaciones elementales a
(I2]C), la matriz C es B'l), podemos multiplicar la expresién matricial B-X = 3A + A' por la izquierda por la
matriz B™.

(B“)_leo (2 1|1 0)Cambio (1 1|-1 1 (1 1] 1)
713 2|0 1)r-F |1 1|1 1JF porF, |2 1|1 0JF-2-F, |0 -1|3 -2)

1 1|1 1\FR+F, (1 0|2 -1 1 0/2 1 1 1 2 -1
~ ~ ~ = (I3|B™), por tanto B~ = .
0 -1|3 -2 0 -1/3 -2)(-1)F, 0 1|-3 2 3 2

También la podiamos ver por la formula B™ = 1/(|B|)-Adj(B").
1 2 3 2 -1 2 -1

=4-3=1%0, luego existe B*. B' = , Adj(B") = ,luego B™ = .
2 12 -3 2 -3 2

2
B| = det(B) =
1BJ (B) 3

DeB-X=3A+A' tenemos B* B-X=B.(3A+A) » 1L X=BLBA+A) »> X=B(3A+A)
4 . 2 -1 3 1) (3 1Y) 2 -1((9 3)(3 5
Luego X=B":(BA+A) = 13 + = . + =
3 2 5 2) (5 2 3 2)l15 6) |1 2
(2 -1)(12 8) (8 8
3 2)16 8 -4 -8)

b)
2 5 6
Calcule la matriz Y que verifica |1 -5 |-Y =|-12|.
2 -1 -6

Sabemos que el producto de matrices es posible si el n°® de columnas de la 12 coincide con el n° de filas de la
22,y el resultado es filas de la 12 y columnas de la 22; es decir AmxBpxn = Croxn-

2 5 6
En nuestrocaso |1 -5 Y =|-12| , portanto Y tiene que ser de orden 2x1, es decir Y, €s decir
2 -1 3x2 -6 3x1
a
Y = .
N
2 5 6 2a+5b 6 2a+5b=6
De |1 -5 -@: 12| - | aBb |=|-12| - la-5b=-12.
2 -1 -6 2a-b -6 2a-b=-6

Resolvemos las dos primeras ecuaciones y vemos si la solucién verifica la tercera ecuacion.
2a+5b =6 (F1-2F,) —> 15b = 30, de donde b = 2.

a-5b=-12 — a-b5b=-12. Sustituyendo b = 2 tenemos a = -12 + 5(2) = -2.
Comprobamos que a=-2 y b =2 verifican 2a—b =-6 — 2(-2) — (2) =-6, lo cual es cierto.

-2
La matriz pedidaes Y = [2]
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EJERCICIO 2 (A)
2x*-12 si  x<-3
Sealafuncién f(x)= ¢ -x+3 si -3<x<2
x-1 si X>2
a) (1 punto) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en su dominio.

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) (0’5 puntos) Calcule los extremos relativos.

Solucién
2x* -12 si x<-3
Sealafuncién f(x)= ¢ x+3 si -3<x<2
x-1 si
a)

Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en su dominio.

Sabemos que si una funcién es derivable entonces también es continua.
2x° — 12 es una funcién continua y derivable en R, en particular en x < -3.
-Xx + 3 es una funcién continua y derivable en R, en particular en -3 < x < 2.
X — 1 es una funcién continua y derivable en R, en particular en x > 2.

Veamos la continuidad y la derivabilidad de f enx=-3 y x= 2.
f(x) es continua en x = -3 sif(-3) = Iirgi f(x) = Iirg f(x).
lim f0) = lim (2x*-12) =2(-3)°-12 = 6;

f(-3) = Iirg f(x) = Iirj; (-x + 3) =-(-3) + =6, por tanto f(x) es continua en x =-3.

f(x) es continuaen x =2 sif(2) = Iin217 f(x) = Iir721 f(x).
f(2) = Iin; f(x) = Iinz17 (x+3)=-(2) +3=1;
Iinz1 f(x) = Iin21 (x-1)=(2) -1 =1, por tanto f(x) es continua en x = 1.

Recapitulando f es continua en R.

2x* -12 si  x<-3 4x si  x<-3
Def(x)=< x+3 si -3<x<2,tenemos f(x)=<:{-1 si -3<x<2
x-1 si X>2 1 si X>2

f(x) es derivable en x = -3 si Iirgif ‘x) = Iirg f {(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

lim f'(x) = Iirr; (4x) = 4(-3) = -12; Iirr; f'(x) = Iirr; (-1) = -1. Como los resultados no son iguales, f(x) no

X—>—3—
es derivableen x =-3.
f(x) es derivable en x = 2 si Iirrz1 f'i(x) = Iir721 f (x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

Iin21 f'(x)= Iin21 (-1) =-1; Iin21 f'(x)= Iin21 (1) = 1. Como los resultados no son iguales, f(x) no es derivable

en x =2.
Recapitulando f es derivable en R —{-3,2}.
b)

Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

4x si x<-3
Sabemos que la monotonia es el estudio de la primera derivada f'(x) = < -1 si -3<x<2.
1 si X>2

Six < -3, f(x) = 4x.
De f'(x) = 0, tenemos 4x = 0, de donde x = 0, que no esta en el dominio x < -3.
Como f'(-4) = 4(-4) = -16 < 0, f es estrictamente decreciente () en (-,-3)

Si-3<x<2,f(x)=-1<0, luego f es estrictamente decreciente () en (-3,2).
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Six>2,f(x) =1>0, luego f es estrictamente creciente (/‘) en (2,+o).

c)

Calcule los extremos relativos.
Observando el apartado (b) vemos que en x = 2 hay un minimo relativo que vale f(2) =-(2) +3=1

Aungue no lo piden, un esbozo de la gréafica de f es:

En x <-3, Iazgréfica de 2x* — 12 es un trozo de parabola con las ramas hacia arriba (L), pues el n° que
multiplica a x” es positivo, y vértice en V(0,-12), que no esta en ese dominio.

En -3 <x <2, f(x) =-x + 3, cuya gréafica es un trozo de segmento con la pendiente negativa.

En x > 2, f(x) = x - 3, cuya gréafica es un trozo de segmento con la pendiente positiva.

f09 = K %

3 2 -1 0 1 2 3 4 5

EJERCICIO 3 (A)
En una urna A hay 10 bolas verdes y 10 rojas, y en otra urna B hay 15 verdes y 5 rojas. Se lanza un dado, de
forma que si sale multiplo de 3 se extrae una bola de la urna A y en el resto de casos se extrae una bola de la
urna B.
a) (1’5 puntos) Calcule la probabilidad de que la bola extraida sea roja.
b) (1 punto) Si la bola extraida resulta ser de color verde, ¢.cudl es la probabilidad de que proceda de la urna
B?

Solucion
En una urna A hay 10 bolas verdes y 10 rojas, y en otra urna B hay 15 verdes y 5 rojas. Se lanza un dado, de
forma que si sale multiplo de 3 se extrae una bola de la urna A y en el resto de casos se extrae una bola de la
urna B.

Llamemos A, B, V y R =, a los sucesos siguientes, “sacar una bola de la urna A”, " sacar una bola de la urna
B", " sacar una bola verde "y " sacar una roja ", respectivamente.

Muiltiplos de 3 = {3,6}

Datos del problema p(A) = 2/6 = 1/3; p(B) = 4/6 = 2/3; p(V/IA) = p(R/A) = 1/2; p(V/B) = 15/20 y p(R/B) = 5/20.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de &rbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de ellas que parten de un mismo nodo vale 1).

/13:2—"——‘_‘__‘-"\,
//
Te—
A T 1/2
1/3 — R
2/3 Y
15/20 —
\B(////
TT—__ _5/20
T—
TT—_ R

a)

Calcule la probabilidad de que la bola extraida sea roja.

Aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de que la bola extraida sea roja (R) es:
pP(R) = p(A).p(R/A) + p(B).p(R/B) = (1/3)-(1/2) + (2/3)-(5/20) = (3/5) = 1/3.

b)

Si la bola extraida resulta ser de color verde, ¢ cudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
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P(V) 1-p(R) 1-1/3

= (15/20) = 0'75.

EJERCICIO 4 (A)

El peso de los sobres de café que fabrica una empresa sigue una ley Normal de media desconocida y
desviacion tipica 0’3 g. Se quiere construir un intervalo de confianza para estimar dicha media, con un nivel
de confianza del 98%, y para ello se toma una muestra de 9 sobres.

a) (1 punto) ¢, Qué amplitud tendra dicho intervalo?

b) (0’5 puntos) ¢Cémo afectaria a dicha amplitud un aumento del tamafio de la muestra, manteniendo el
mismo nivel de confianza?

c) (1 punto) Obtenga el intervalo de confianza sabiendo que los pesos, en gramos, de los sobres de la
muestrason: 7 71 7 693 702 7 701 65 71.

Solucién
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -=)
" n " n
/2 /2 ‘-—-___‘__1__

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o _— o
I.C. () = (x—za —=X+2, ,,— | =b-a
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ
donde z; 42 Y Zo2 = - Z1.42 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que verifica
P(Z < Z1q0) =1-0/2

Sabemos que la amplitud del intervaloesb—-a=2-E=2-z

o
1-al2 ﬁ

.z - . . o . .
También sabemos que el error maximo de la estimacionesE = z,__, T para el intervalo de la media, de
n

o _ Z, .0
donde el tamafio minimo de la muestra es n = [%) .

El peso de los sobres de café que fabrica una empresa sigue una ley Normal de media desconocida y
desviacion tipica 0'3 g. Se quiere construir un intervalo de confianza para estimar dicha media, con un nivel
de confianza del 98%, y para ello se toma una muestra de 9 sobres.

a)

¢ Qué amplitud tendra dicho intervalo?

Datos del problema: ¢ = 0'3; n = 9; nivel de confianza = 98% = 0'98 = 1 - a, de donde o = 0’02, con la cual
o/2 =001.

De p(Z<ziq0) =1-0a/2=1-001=099, mirando en las tablas de la N(0,1) la probabilidad 0’99 vemos que
no viene, sino que viene 0’9901, que corresponden a z; 4 = 2'33.

o

1-a/2 ﬁ
b)

¢,Como afectaria a dicha amplitud un aumento del tamafio de la muestra, manteniendo el mismo nivel de
confianza?

Luego la amplitud del intervaloes b -a=2.z =2-(2'33)-(0'3)N(9) = 4'66-(0"1) = 0’466.

(o2

1-al2 ﬁ

mayor disminuye el cociente. Como el tamafio de la muestra, n, esta en el denominador, si aumentamos n,

Observamos que la amplitud del intervalo es 2-z , Y también sabemos que al dividir por una cantidad
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disminuye el cociente y por tanto la amplitud del intervalo es menor, al contrario si disminuimos n,
aumenta el cociente y por tanto la amplitud del intervalo es mayor.
C)
Obtenga el intervalo de confianza sabiendo que los pesos, en gramos, de los sobres de la muestra son:
7T 71 7 693 702 7 701 65 71.
Datos del problema: 6 =0'3; N =9; 2140 =2'33; X = (7+7'1+7+6'93+7'02+7+7°01+6'5+7'1)/9 = 6'9622222.

El intervalo de confianza pedido es:

1.C. (W) = (i—zla,z -%,?+ZH,2 %j = [6'962222—2‘33~%,6'962222+2‘33-%) =

= (6'729222,7'195222)

OPCION B

EJERCICIO 1 (B)
Se considera el recinto R del plano determinado por las siguientes inecuaciones:
Bx-4y<20; x+8y<48; x=22; y=0.
a) (1'5 puntos) Represente graficamente el recinto R y calcule sus vértices.
b) (0’5 puntos) Halle los valores maximo y minimo que alcanza la funcién F(x,y) = 2x + 12y en este
recinto e indique dénde se alcanzan.
¢) (0’5 puntos) Razone si existen valores (X,y) pertenecientes al recinto para los que F(x,y) = 100.
Solucion
Se considera el recinto R del plano determinado por las siguientes inecuaciones:
5x-4y<20; x+8y<48; xz22; y=0.
a)
Represente graficamente el recinto R y calcule sus vértices.

Las desigualdades 5x-4y<20; x+8y<48; x=2; y=0, lastransformamos en igualdades, y ya son
rectas, 5x-4y=20; x+8y=48; x=2; y=0
Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=5x/4-5; y=-x/8+6; x=2; y=0
Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, entre las que estaran los bordes del
recinto delimitado por las inecuaciones dadas.
i

T

]

A y=0 B

0 1 ] 3 4 5 5 7 8

Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De x=2 e y=0,tenemos vértice A(2,0).

De y=0 e y=5x/4-5,tenemos 0=5x/4-5 —»5x/4=5 — x=4,y el vértice es B(4,0).

De y=5x/4-5 e y=-x/8+6,tenemos 5x/4-5=-x/8+6 — 10x—40=-x+48 —» 11x=88 — x =8,
de donde y =5, y el vértice es C(8,5).

De y=-x/8+6 y x=2,tenemos y=-1/4+6 =575, y el vértice es D(2,5'75).

0

Vemos que la region factible es el poligono conexo limitado por los vértices del recinto son: A(2,0), B(4,0),
C(8,5) y D(2,5'75).

b)
Halle los valores maximo y minimo que alcanza la funcién F(x,y) = 2x + 12y en este recinto e indique
doénde se alcanzan.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
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regién convexa acotada, y que estos extremos deben estar situados en algin vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(2,0), B(4,0), C(8,5) y D(2,5'75). En el caso de que coincidan en dos
vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

F(2,0) = 2(2) + 12(0) = 4; F(4,0) = 2(4) + 12(0) = 8;
F(8,5) = 2(8) + 12(5) = 76; F(5,5/3) = 2(2) + 12(5'75) = 73

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcién F en la regién es 76 (el
mayor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(8,5) y el minimo absoluto de la funcién F en la
regién es 4 (el menor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice A(2,0).

c)

Razone si existen valores (x,y) pertenecientes al recinto para los que F(x,y) = 100.

Como el minimo absoluto de la funcion F vale 4 y el maximo absoluto de la funcion F vale 76, el valor 100
no se alcanza en el recinto R, porque es superior al valor maximo de F que es 76.

EJERCICIO 2 (B)
Sea la funcion f(x) = x° - 24x* + 4x.
a) (1'25 puntos) Halle los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion.
b) (075 puntos) Obtenga la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa
X=-2.
c) (0’5 puntos) En el punto de abscisa x = 1, ¢la funcién es creciente o decreciente?
Solucion
Sea la funcién f(x) = x° - 24x* + 4x.
a)
Halle los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion.

Nos estan pidiendo el estudio de la segunda derivada.

Como f(x) = x®- 24x* + 4x _es una funcién polindémica, sabemos que es continua y derivable en R las veces
gue necesitemos.

Calculamos f’(x) y resolvemos la ecuacion f’(x) = 0.

f(x) = x° - 24x% + 4x;  F(x) = 3x” - 48x + 4; f’(x) = 6x - 48.

De f'(x) =0 — 6x -48 =0, luego x = 8, que sera el posible punto de inflexién.

Como f’(0) =-48 <0, f(x) es céncava (n) en el intervalo (-©,8).
Como f’(10) =12 > 0, f(x) es convexa (V) en el intervalo (8,+w®).

Por definicion x = 8 es un punto de inflexion y vale f(8) = (8)° — 24(8)* + 4(8) = -992.
b)
Obtenga la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x =- 2.

La recta tangente a la graficade f en x=-2es y—f(-2) =f(-2)(x - (- 2)).
f(x) = X° - 24x° + 4x, luego f(-2) = (-2)° — 24(-2)* + 4(-2) = - 112.

f(x) = 3x° - 48x + 4 , luego f(2) = 3(-2)° — 48(-2) + 4 = 112.

La recta tangente pedida es y + 112 =112-(x + 112).

c)

En el punto de abscisa x = 1, ¢ la funcidn es creciente o decreciente?

Estudiamos un poco la monotonia de f, es decir hacemos el estudio de la primera derivada f'(x).
Calculamos f'(x) y resolvemos la ecuacion f'(x) = 0.
f(x) = X2 - 24x° + 4x; f'(x) = 3x° - 48x + 4.

48 - \/48°- 4(3)(4) _ g V141
6 3

De f(x) =0 — 3x*-48x + 4 = 0. Resolviendo la ecuacion sale x; =

48 + \/48°-4(3)(4) _ o, V141
3

6
Como (1) = 3(1)° - 48(1) + 4 = -41< 0, f(x) es estrictamente decreciente () en el intervalo

V141 8+ V141

(8 - 3 3 ), en particular es estrictamente decreciente en x = 1.

Xp = , que seran los posibles extremos.
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(Lo podiamos hacer realizado viendo solamente el signo de f'(1) =-41 < 0, luego es (\) ex=1).

EJERCICIO 3 (B)
En una empresa, el 65% de sus empleados habla inglés, y de éstos, el 40% habla también aleman. De los
gue no hablan inglés, el 25% habla aleman. Se escoge un empleado al azar:
a) (1 punto) ¢, Cual es la probabilidad de que hable ambos idiomas?
b) (1 punto) ¢, Cual es la probabilidad de que hable aleman?
c) (0’5 puntos) ¢,Cual es la probabilidad de que, sabiendo que habla aleman, hable también inglés?
Solucién
En una empresa, el 65% de sus empleados habla inglés, y de éstos, el 40% habla también aleman. De los
gue no hablan inglés, el 25% habla aleman. Se escoge un empleado al azar:
a)
¢,Cudl es la probabilidad de que hable ambos idiomas?

Llamamos Ay B a los sucesos “empleado habla inglés” y “empleado habla inglés”.
Del problema tenemos:

El 65% de sus empleados habla inglés p(A) = 65% = 0’65,

Habla inglés, y de éstos, el 40% habla también aleman p(B/A) = 40% = 0'4.

De los que no hablan inglés, el 25% habla aleman p(B/A®) = 25% = 0'25.

Sabemos que p(AuUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) =%; p(B) = 1- p(B);
p(A°~B®) = {Ley de Morgan} = p(AUB)® = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(ANB) = p(A) - p(ANB).

Me piden p(hable ambos idiomas) = p(A 'y B) = p(AnB)
p(ANB)
———~ tenemos p(AnB) = 0'4-p(A) = 0'4-0'65 = 0'26.

De p(B/A) =0'4 =
e p(B/A) )
b)

¢, Cudl es la probabilidad de que hable aleman?

Me piden p(hable alemén) = p(B)

P(BNA°) p(@®)-p(BNA)
p(A°) 1-p(A)
p(B) = p(AnB) + 0'25-(1 - p(A)) = 0'26 + 0'25-(1 — 0'65) = 0'3475.

c)

¢, Cudl es la probabilidad de que, sabiendo que habla aleman, hable también inglés?

De p(B/A®) = 0’25 =

, tenemos p(B) - p(AnB) = 0'25-(1 - p(A)), es decir:

Me piden p(hable inglés, sabiendo que habla aleman) = p(A/B)
p(ANB)
p(A/B) = T =0'26/0'3475 = 0'7482.
p

EJERCICIO 4 (B)

(2'5 puntos) Los representantes de un partido politico creen que la proporcion de sus votantes sera al menos
del 35%. Para confirmarlo eligen una muestra al azar de 1200 votantes y obtienen que 336 de ellos son
partidarios de votarles. Mediante un contraste de hipétesis, con Hy : p = 0’35, y a un nivel de significacion del
001, ¢ se puede admitir como cierta la creencia de los representantes del partido politico?

Solucion
Sabemos que la distribucion muestral de proporciones sigue también una distribucion normal:

~ [Po-(1-Py)
NP, (=)
n
Trabajaremos con lo normal N(0,1)
También se puede hacer con la distribucién normal muestral y es parecido a los intervalos de confianza.
Nos dice el problema que la proporcién de sus votantes sera al menos del 35%, por tanto la hipétesis nula es
Ho : po = 0'35 (lo da el problema), con un nivel de significacion de o = 0,01. Es un contraste unilateral y

trabajamos con la normal N(0,1).

También se puede hacer con la normal muestral y es parecido a los intervalos de confianza.
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Datos del problema: p, = 0'35; n = 1200; p = 336/1200 = 0'28; regidn critica = . = 0,01 = 1.

El problema la dividimos en cinco etapas

Etapa 1: Formulamos la hip6tesis nula y la alternativa.

Las hip6tesis nula y alternativa son: Hq : pg > 0’35 (al menos el 35% votan) y H; : pg < 0’35, la cual nos indica
la direccion del contraste, es decir la region critica esta a la izquierda del punto critico z, = - z;_,, .

Etapa 2: Calculamos el punto o puntos criticos que nos daran las regiones criticas y de aceptacion.
Para el nivel de significacion es o = 0’01, luego tenemos 1 - o = 0'99.
Dep(Z<z.,)=1-0a=1-001=099, mirando en las tablas de la N(0,1), vemos que no aparece en las

tablas. El valor mas préximo es 0'9901, que corresponde al valor critico es z, = - z;., =-2'33 que separa las
zonas de aceptacion y rechazo.

Lo observamos en un dibujo:

Regidén adeptacion
Regidn critica
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Zn = —I1-n

Etapas 3 y 4: Ponemos el estadistico del contraste y calculamos el valor observado.

ﬁ'po

,po'(l'po)
n

En este caso el estadistico de pruebaes Z = , que sigue una normal tipificada, N(0,1), y el valor

observado del estadistico de prueba sera el nimero z,= PP = 028 - 035 =~ -5'084.
JPo.(1-py)/n \/0'35-0‘65
1200

Etapa 5: Comparamos el valor observado con el punto critico para tomar la decision adecuada.

Como el valor observado del estadistico de prueba z, = -5'084 esta en la region de rechazo para el punto
critico z, =-2z1., =-2'33, pues -5'084 < -2’33, rechazamos la hipétesis nula Hy: Hp: pg 20’35,y
aceptamos la hipétesis alternativa H; : po < 0’35, con lo cual, con una probabilidad de equivocarnos
del 1%, afirmamos que menos del 35% votaran a dicho partido politico.
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