IES Fco Ayala de Granada Septiembre de 2013 (Modelo 4 Reserva 2 ) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

SELECTIVIDAD ANDALUCIA MATEMATICAS CCSS SEPTIEMBRE 2013 MODELO 4 RESERVA 2

OPCION A
EJERCICIO 1 (A)

8
2 -
Sean las matrices A = 3 , B= 353 ,C=|3|, D= > .
3 5 0 2 1 0

a) (1 punto) Calcule A%,
b) (1'5 puntos) Determine la matriz X para que A-X + B-C = D.

Solucién
8
. 2 3 3 -5 3 5
Sean las matrices A = , B= ,C=|3]|, D= .
3 5 0 2 1 3
0
a)
Calcule A%
A% = AAA = 23_23_23 :23_13 21: 89 144
3 5 35 35 3 5 21 34 144 233
b)

Determine la matriz X para que A-X + B-C = D.

Si la matriz A tiene matriz inversa A, (podemos pasar de (A|l,) mediante transformaciones elementales a la
matriz (I,| A™)), podemos multiplicar la expresién matricial A-X + B-C =D por la izquierda por la matriz A™.

Ay = (2 3]0 2 3|1 0\Cambio (1 2[-1 1 121 1
713 5|0 1)F-F |1 2|1 1)FEporF, (2 3|1 0J)F-2F, (0 1|3 -2)

1 2|1 1\F+2-F 1 0|5 -3 1 0|5 -3 5 -3
~ 1 2 5 ~ = (I,]A™), por tanto A™* = .
0 1|13 -2 0 -1|3 -2)(-1)F, 0 1|-3 -2 -3 2

También la podiamos ver por la formula A™ = 1/(|A])-Adj(A)).

3 2 3 5 -3 5 -3
=10-9=1%0, luego existe A*; A'= , Adj(A") = , luego A = .
5 3 5 -3 2

2
A| = det(A) =
IA| = det(A) ‘3 3 s

De A-X + B-C =D, tenemos A-X =D -B-C, luego A>*AX=A"(D-B-C) » I,X=A%(D-B-C) -
- X=AY“(D-B-C)

o x-s0-00-(3 2333 33| (3 2H)-(2)-
(5 D)= (3)

EJERCICIO 2 (A)
Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

(x"-5)
a) (0'75 puntos) f (x) =

3-x?
b) (0'75 puntos) g(x) = e™(x - 5x%)°.
_y2
¢) (1 punto) h(x) = &Sx)
Solucién
Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
3
x*-5 )
100 by o= eix- 507 0) h(x = XML-X)
3-X x-3

Recordamos algunas derivadas y reglas de derivacion. También algo sobre extremos absolutos

(F09+9(9) ) = FO+G (0 (Tx)-900)" = 09000+ F0)-G'(); (f(x)] = 16000 - 10919
o) )
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(00K = kINLF(); (&Y = akIn(@); (¥ = ke (&) = kS (i) =-20: (ky = 0,

f(x)
a)
_(¢-5)
f(x) = 3
f0) = 3~(x2- 5)2 -2%-(3 - xzz)z- (xz- 5)3 (-2%) _ (2x)-(x2- 5) [3-(32 -2x2) +(x2- 5)} _ (2x)-(x2- 5)2 2( ;ZXZ +4)
(3-x7) 38-x9) (3-%x%)
b)

g(x) = e (x - 5x%)%
g'(x) = e”(7)-(x - 5x°)* + "™-2-(x - 5x%)-(1 — 10x) = e(7)-(X - 5x*)*-[7-(x - 5x?) + 2-(1 — 10X)] =
= 7-e"™(x - 5x°)%[-35x* — 13x + 2]

c)
x.In(1 - x?)
he) = X-3
2 -2X 2
) - [1-In(1 - x°) + x-l e ].(x-3)-x-In(1 -x)-1 _ [(1- X2)-In(L - X2) - 2X°1.(x - 3) - (1 - x2)- X -In(1 - X?)

(x - 3)° 1-x*)-(x-3)°

EJERCICIO 3 (A)
Un Centro de Salud propone dos terapias, A y B, para dejar de fumar. De las personas que acuden al Centro
para dejar de fumar, el 45% elige la terapia A, y el resto la B. Después de un afio el 70% de los que siguieron
la terapia A 'y el 80% de los que siguieron la B no han vuelto a fumar.
Se elige al azar un usuario del Centro que siguié una de las dos terapias:
a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que después de un afio no haya vuelto a fumar.
b) (075 puntos) Si transcurrido un afio esa persona sigue sin fumar, calcule la probabilidad de que hubiera
seguido la terapia A.
¢) (0'75 puntos) Si transcurrido un afio esa persona ha vuelto a fumar, calcule la probabilidad de que hubiera
seguido la terapia A.

Solucién
Un Centro de Salud propone dos terapias, A y B, para dejar de fumar. De las personas que acuden al Centro
para dejar de fumar, el 45% elige la terapia A, y el resto la B. Después de un afio el 70% de los que siguieron
la terapia A 'y el 80% de los que siguieron la B no han vuelto a fumar.
Se elige al azar un usuario del Centro que siguié una de las dos terapias:

Llamemos A, B, F y F, a los sucesos siguientes, “seguir la terapia A”, "seguir la terapia B", "seguir fumando"
y "dejar de fumar ", respectivamente.

Datos del problema p(A) = 45% = 0'45; p(F°/A) = 70% = 0'7; p(F°/B) = 80% = 0'8.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

: C
Q5SS os __— F
.-/
\%/, o
T 02
—
— F

a)
Calcule la probabilidad de que después de un afio no haya vuelto a fumar.

Aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de que no haya vuelto a fumar es:
p(F%) = p(A).p(F°/A) + p(B).p(F°/B) = (0'45)-(0'7) + (0'55)-(0'8) = (3/5) = 0'755.
b)
Si transcurrido un afio esa persona sigue sin fumar, calcule la probabilidad de que hubiera seguido la terapia
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A.

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
p(ANF)  p(A)p(FC/A)

AIF®) = =
P = G

= (0'45)(0'7):(0'755) = 0'41722.

c)
Si transcurrido un afio esa persona ha vuelto a fumar, calcule la probabilidad de que hubiera seguido la
terapia A.

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
(ANF)  p(A).p(F/IA)

p(F)  1-p(F°)

p(A/F) = P =(0'45)-(0'3):( 1 - 0'755) = 0'55102.
EJERCICIO 4 (A)
Se conoce que la acidez de una solucion es una variable aleatoria que sigue una distribucion Normal con
desviacién tipica 0'2. Se ha tomado una muestra aleatoria de cinco soluciones y se han obtenido las
siguientes medidas de la acidez:

792 795 791 79 794
a) (1'25 puntos) Halle el intervalo de confianza, al 99%, para la media poblacional.
b) (0’5 puntos) ¢ Qué error maximo se ha cometido en el intervalo anterior?
c) (0’75 puntos) Para el mismo nivel de confianza, calcule el tamafio minimo muestral que permita reducir el
error anterior a la mitad.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, -=) 0 X — N(u, -=)
" n " n
1 o
o2 o2 ‘-—-___‘__1__

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
— o — o
I.C.(W=|X-2_,, —=X+2,_,,,-— | =b-a
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ
donde z; 42 Y Zo2 = - Z1.42 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que verifica
P(Z<Ziqp) =1-0a/2

Sabemos que la amplitud del intervaloesb—-a=2-E=2-z

o
1-al2 ﬁ

.. - . .z o) . .
También sabemos que el error maximo de la estimacionesE = z,__, T para el intervalo de la media, de
n

2
o _ Z, .0
donde el tamafio minimo de la muestra es n = [%) .

Se conoce que la acidez de una solucién es una variable aleatoria que sigue una distribucion Normal con
desviacién tipica 0'2. Se ha tomado una muestra aleatoria de cinco soluciones y se han obtenido las
siguientes medidas de la acidez:

792 795 791 79 794
a)
Halle el intervalo de confianza, al 99%, para la media poblacional.

Datos del problema: c =0'2; n=5; X = (7792+7'95+7°91+7'9+7'94)/5 = 7'924; nivel de confianza = 99% =
=099 =1 - o, de donde o = 0’01, con la cual o/2 = 0’005.
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Dep(Z<2z1.42) =1-0a/2=1-0005= 0995, mirando en las tablas de la N(0,1) la probabilidad 0’995 vemos
gue no viene. Una de las mas préximas es 0’9951, que corresponden a z;_q» = 2'58.

El intervalo de confianza pedido es:

1.C. (u) = {i—zl_a/z ~%,?+zl_a/2 %j = [7'924—2'58~£,7‘924+2'58~£] ~ (7'69324,8'15476)

J5 J5
b)

¢, Qué error maximo se ha cometido en el intervalo anterior?

Sabemos que el error maximo de la estimacibnes E= z 9 = (2'58)-(0'2)-(\/5) = 0'23076.

1-a/2 ﬁ
c)

Para el mismo nivel de confianza, calcule el tamafio minimo muestral que permita reducir el error anterior a la
mitad.

2 , JAN2
Sabemos que el tamafio minimo de la muestra es n 2 Zrap:C | _ (2798072 = 5'000096, por tanto el
E 0'23076

tamafio minimo es n = 6.

OPCION B

EJERCICIO 1 (B)

Se desea maximizar la funcion F(x,y) = 14x + 8y en el recinto dado por:
y+3x29; y<-4x/7+14; 5x-2y<15; x=0.

a) (1 punto) Represente la region factible del problema.

b) (1 punto) ¢,Cual es el valor maximo de F y la solucion éptima del problema?

¢) (0’5 puntos) Obtenga un punto de la region factible que no sea el éptimo.

Solucién

Se desea maximizar la funciéon F(x,y) = 14x + 8y en el recinto dado por:
y+3x29; y<-4x/7+14; 5x-2y<15; x=0.

a)

Represente la regién factible del problema.

Las desigualdades y+3x29; y<-4x/7 +14; 5x -2y <15; x =0, las transformamos en igualdades, y ya

sonrectas, y+3x=9; y=-4x/7+14; 5x -2y=15; x=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=-3x+9; y=-4x/7 +14; y=5x/2 -15/2; x=0.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, entre las que estaran los bordes del

recinto delimitado por las inecuaciones dadas.

i ;\-
“-x_,‘_“_\

124 Ty =aw7+1a
_\-“-“-“_‘\_..

4] 2 4 -]

Calculamos los vértices del recinto resolviendo Ias/eéuaciones las rectas de dos en dos.

De x=0 e y=-3x+9,tenemos y=9Yy el vértice A(0,9).

De y=-3x+9 e y=5x/2-15/2,tenemos -3x+9 =5x/2 - 15/2 — -6x+18 =5x - 15, — 33 = 11x, de donde
x=3 e y =0,y el vértice es B(3,0).

De y=5x/2-15/2 e y=-4x/7 + 14, tenemos 5x/2 — 15/2 = -4x/7 + 14 — 35x—105=-8x + 196 —
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— 43x =301 —» x=7,dedondey =10,y el vértice es C(7,10).
De y=-4x/7 +14 y x =0, tenemos y = 14, y el vértice es D(0,14).

Vemos que la regién factible es el poligono convexo limitado por los vértices del recinto son: A(0,9),
B(3,0), C(7,10) y D(0,14).

b)

¢ Cual es el valor maximo de F(x,y) = 14x + 8y, y la solucién 6ptima del problema?

El Teorema Fundamental de la Programacién Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regiébn convexa acotada, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,9), B(3,0), C(7,10) y D(0,14). En el caso de que coincidan en dos
vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

F(0,9) = 14(0) + 8(9) = 72; F(3,0) = 14(3) + 8(0) = 42;
F(7,10) = 14(7) + 8(10) = 178; F(0,14) = 14(0) + 8(14) = 112

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregion es 178 (el
mayor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(7,10).

c)

Obtenga un punto de la region factible que no sea el 6ptimo.

Un punto de laregion factible que no sea el 6ptimo podria ser el vértice B(3,0), pues en él la funcion F
vale 42.

EJERCICIO 2 (B)
x3-1 si x<1
X+ 4x-3 si x>1

a) (0'75 puntos) Determine el dominio y estudie la continuidad de la funcién.
b) (1 punto) Obtenga los extremos de la funcién.
¢) (0’75 puntos) Estudie su curvatura.

Se considera la funcion f(x) = {

Solucién

. . x3-1 i x<1

Se considera la funcién f(x) = ) S_ .
X°+4x-3 si x2>1

a)
Determine el dominio y estudie la continuidad de la funcion.

El dominio de la funcién f es todo R, nos lo indica el problema,

x® — 1 es una funcién continua y derivable en R, en particular en x < 1.
-x* + 4x — 3 es una funcioén continua y derivable en R, en particular en x = 1.
Sabemos que si una funcion es derivable entonces también es continua.

Veamos la continuidad de f enx = 1.

f(x) es continuaenx =1 sif(l) = Iinl”ni f(x) = Iinl"n f(x).
lim f(x) = lim x*-12)=(1)%-1=0;

f(1) = Iinl1 f(x) = Iirr11 (-x2 +4x-3) = -(1)2 +4(1) - 3 =0, por tanto f(x) es continua en x = 0.

Recapitulando f es continua en R.
b)
Obtenga los extremos de la funcion.
2 .
Sabemos que la monotonia es el estudio de la primera derivada f'(x) = 3x S! X< 1.
-2x+4 si x>1
Six <1, f(x) = 3x°
De f'(x) = 0, tenemos 3x* = 0, de donde x = 0 (doble). Posible extremo.
Como f(-1) = 3(-1)*= 3 > 0, f es estrictamente creciente (") en (-»,0)

Como (0'5) = 3(0’5)*= 0'75 > 0, f es estrictamente creciente (") en (0,1)

german.jss@gmail.com 5



IES Fco Ayala de Granada Septiembre de 2013 (Modelo 4 Reserva 2 ) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

En x = 0, la funcién es estrictamente creciente, luego no es un extremo.

Si x>1,f(X)=-2x +4

De f'(x) = 0, tenemos -2x + 4 = 0, de donde x = 2. Posible extremo.

Como f'(1'1) = -2(1'1) + 4 = 1'8 > 0, f es estrictamente creciente (") en (1,2)

Como f(3) = -2(3) + 4 =-2 < 0, f es estrictamente decreciente () en (2,+x)

Por definicion x = 2 es un maximo relativo y vale f(2) = -(2)* + 4(2) - 3 = 1.
c)
Estudie su curvatura.

Nos estan pidiendo los intervalos de concavidad, convexidad y los puntos de inflexion; es decir el estudio de
la segunda derivada.
6x si x<1
Vm:{x A
-2 si x>1
Six <1, f'(x) = 6x.
De f’(x) = 0, tenemos 6x = 0, de donde x = 0. Posible punto de inflexién.
Como f’(-1) = 6(-1)=- 6 < 0, f(x) es concava (n) en el intervalo (-0,0).
Como f'(0’5) = 6(0’5) = 3 > 0, f(x) es convexa (V) en el intervalo (0,1)
Por definicion x = 0 es un punto de inflexién y vale f(0) = (0)* - 1 = -1.

Si x>1,f'(x) =-2<0, luego f(x) es concava (N) en el intervalo (1,+).
Por definicion x = 1 es un punto de inflexién y vale f(1) =-(1)* + 4(1) - 3 = 0.

EJERCICIO 3 (B)
De los sucesos independientes A y B se sabe que p(AC) =04 y p(AuB) =0'8.
a) (1'25 puntos) Halle la probabilidad de B.
b) (075 puntos) Halle la probabilidad de que no se verifique B si se ha verificado A.
¢) (0’5 puntos) ¢,Son incompatibles los sucesos Ay B?
Solucion
De los sucesos independientes A y B se sabe que p(AC) =04 y p(AuB) =0'8.
a
H)alle la probabilidad de B.

S _ . _ P(A N B) ) _ Q. ; ;
abemos que p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) —W, p(B) =1 - p(B~); Ay B son independientes
si p(ANB) = p(A)-p(B); P(ANBC) = p(A) - p(ANB).

Me piden p(B)
De p(A) =04 — 1 —p(A) = 0'4, de donde p(A) = 0'6

De p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB) = p(A) + p(B) - p(A)-p(B), tenemos 0’8 = 0’6 + p(B) — 0'6-p(B), luego
0'2 = 0’4-p(b), por tanto p(B) = 0'2/0'4 = 0'5.

b)
Halle la probabilidad de que no se verifiqgue B si se ha verificado A.
B NA
Me piden p(BC/A) = u
P(A)

De Ay B independientes tenemos p(AnB) = p(A)-p(B) =0'6-0'5 = 0'3.
B°NA A)-p(AnB

L.uegop(BC/A)zzp< ) _P(A)-p(AN ) - (06 - 03)/(0'6) = 0'310 = 0'5.
P(A) P(A)

c)

¢Son incompatibles los sucesos A 'y B?

A y B son incompatibles si AnB = ¢, es decir p(AnB) = 0, pero hemos visto que p(AnB) = 0'3, luego los
suceso Ay B son compatibles.

EJERCICIO 4 (B)
a) (1’25 puntos) Se considera la poblacion {2,4,6}. Escriba todas las posibles muestras de tamafio dos
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elegidas mediante muestreo aleatorio simple y determine la desviacion tipica de las medias muestrales.
b) (1'25 puntos) En una ciudad se seleccion6 una muestra aleatoria de 500 alumnos de Bachillerato a los que
se les preguntd si poseian una determinada marca de teléfono mavil, resultando que 80 de ellos contestaron
afirmativamente. Obtenga un intervalo de confianza, al 92%, para estimar la proporcidn de estudiantes de
Bachillerato que poseen esa marca de teléfono movil.

Solucién
a)
Se considera la poblacién {2,4,6}. Escriba todas las posibles muestras de tamafio dos elegidas mediante
muestreo aleatorio simple y determine la desviacion tipica de las medias muestrales.

Supongo que el muestreo es con reemplazamiento. Hay 9 muestra con reemplazamiento de tamafio 2. Los
resultados pueden verse en la tabla siguiente:

MUESTRAS
2 12 |4
Elementos
4 |6 |24 |6 2|4 |6
Media de la
- 121314 |3|4 1|5 1|4|5 16
muestra Xi

La distribucion muestral de medias puede verse en la tabla que sigue.

Xi N Ni. X ni'(Xi)2
2 1 2 4

3 2 6 18

4 3 12 48

5 2 10 50

6 1 6 36
2z

N =9 36 156
La media de la distribucion muestral de medias (media de medias) es:

o=, =" -X* = —-(4)2=i;1'547.

N 9 NG

b)

En una ciudad se selecciond una muestra aleatoria de 500 alumnos de Bachillerato a los que se les pregunté
si poseian una determinada marca de teléfono movil, resultando que 80 de ellos contestaron afirmativamente.
Obtenga un intervalo de confianza, al 92%, para estimar la proporcion de estudiantes de Bachillerato que
poseen esa marca de teléfono movil.

Sabemos que si n = 30 para la proporcion muestral p, el estimador PROPORCION MUESTRAL f) sigue

una normal N(f), m) que es la distribucién muestral de proporciones, donde a =1- 6 y
n

~ A

generalmente escribimos p ~N(p, 1/w) o p— N(p, P9 ).
n n

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la proporcion p de las muestras es:
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1.C.(p) = [f) - zla,z.\/@,ﬁ + zla,z.\/@] = (b-a)
n n

donde z_.» €s el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z~N(0,1) que verifica
p(Z < Zl_a/z):].'a/2.
Trabajamos con la normal N(0,1) tipificada de la normal muestral.

El error cometidoesE< z,__,,. / (1 b _ = (b-a)/2, de donde el tamafio de la muestra es n > (2 1°/2E) Pa

En una ciudad se seleccion6 una muestra aleatoria de 500 alumnos de Bachillerato a los que se les pregunt6
si poseian una determinada marca de teléfono movil, resultando que 80 de ellos contestaron afirmativamente.
Obtenga un intervalo de confianza, al 92%, para estimar la proporcion de estudiantes de Bachillerato que
poseen esa marca de teléfono movil.

Datos del problema: 6 =80/500 = 0’186, a =1-016 =084, n =500, nivel de confianzal —a =92% =
= 0'92, de donde o = 0’08 = 8% como nivel de significacion.
De o = 0’08 tenemos a/2 = 0'04

De laigualdad p(Z< zi40)=1-a/2=1-004 =096, probabilidad que se mira en la tabla de la distribucién
Normal N(0,1), y nos dara el correspondiente valor critico z; . 4. Mirando en la tabla de la N(0,1) vemos que
el valor 0’96 no viene en la tabla y uno de los valores mas proximos es 0'9599, que corresponde a z; 4 =
=1'75. Por tanto el intervalo de confianza pedido es:

1.C.(p) = {p zm,z,/ p+zla,2/ ] (016 1'75. /016084016+1'75 /016084]

~ (0'131308; 0'181869)
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