IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 1999 (Modelo 1) Enunciado German-Jesus Rubio Luna

OPCION A
EJERCICIO 1_A
Sea el sistema de ecuaciones:
X+y+z=0
X+2z=-1
-X+y-22=0

a) (1 punto) Expréselo en forma matricial.
b) (1 punto) Calcule la matriz inversa de la matriz de coeficientes.
e) (1 punto) Resuélvalo.

Solucion
Sea el sistema de ecuaciones:
X+y+z=0
Xx+2z=-1
-X+y-2z2=0
a) (1 punto) Expréselo en forma matricial.
11 1 111 0
SeaA=|1 0 2 |lamatrizde los coeficientesyA*: 1 0 2 -1|lamatrizampliada.
11 -2 11 -2 0
X 0
SiXeslamatrizX=|y|yB=|-1], el sistema en forma matricial es A-X=B.
z 0
b)
Calcule la matriz inversa de la matriz de coeficientes.
11 1
LamatrizA=|1 0 2 | tiene matrizinversa A" = (1/|A])-Adj(A") si su determinante det(A) = |A| = 0.
11 -2

1 1 1|F-FK 2 0 3J|Adjuntos
[Al=1 0 2 =|1 0 2|segunda =1-(-1)-(4-3) =-1 = 0, luego existe A™ = (1/|A[)-Adj(A).

11 -2 -1 1 -2{columna

11 -1 2 3 2 2 3 2 2 -3 -2

10 1/[;AdjAY=|0 -1 -1|;luego A™*=(1/|A])-Adj(A)=(1/-1)-|0 -1 -1|]=|0 1 1

12 -2 1 -2 -1 1 -2 -1 12 1
Resuelvalo

De A-X = B, multiplicando por la izquierda por A* tenemos A*A-X=A"B — I;-X = A".B, por tanto
2 -3 -2)(0 3

X=A%B=|0 1 1|-|[-1|=|-1|,esdecirelsistemaes compatible determinado y su solucion
12 1 0 -2

Unica es (x,y,z) = (3,-1,-2).

Vamos a resolverlo también por Gauss.

1110 11 10 1110

10 2 -1F-F~=|0 -1 1-1 =0 -11-1 , por tanto nuestro sistema es

-11-20)R+HF 0 2 -10)FR +2F 0 0 1-2)F +2F

X+y+z=0

-y+z=-1,luegoz=-2,y=z+1=(-2)+1=-1 y x =-y-z =-(-1)-(-2) = 3, es decir la solucién es (x,y,z) =
z=-2

= (3,-1,-2), es decir es un sistema compatible y determinado con solucién Unica.
EJERCICIO 2_A

Una compafiia que fabrica boligrafos lanza al mercado un nuevo producto. Se supone que la relacion entre
el precio por unidad (x) del nuevo boligrafo y el beneficio en millones de pesetas b(x) viene dado por la
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funcion b(x) = -x* + 130x - 3000.
a) (0’5 puntos) ¢ Qué beneficio obtiene cuando vende cada boligrafo a 50 pta.?
b) (1'5 puntos) ¢ Entre qué valores debe fijar el precio de venta de cada boligrafo para obtener un beneficio
positivo?
¢) (1 punto) Calcule a qué precio debe vender cada boligrafo para que el beneficio sea maximo.
Solucién
Una comparfiia que fabrica boligrafos lanza al mercado un nuevo producto. Se supone que la relacion entre
el precio por unidad (x) del nuevo boligrafo y el beneficio en millones de pesetas b(x) viene dado por la
funcion b(x) = -x* + 130x - 3000.
a)
¢ Qué beneficio obtiene cuando vende cada boligrafo a 50 pta.?

Me piden b(50) = -(50)* + 130(50) — 3000 = 1000 millones de pesetas.

b) y ¢)

¢ Entre qué valores debe fijar el precio de venta de cada boligrafo para obtener un beneficio? Calcule a qué
precio debe vender cada boligrafo para que el beneficio sea maximo.

La gréfica de la funcion b(x) = -x* + 130x - 3000 es un parabola, con las ramas hacia abajo (), pues el n®
que multiplica a x* es negativo, por tanto el maximo esta en el vértice (es el apartado c) ), y la abscisa
de dicho vértice es la solucion de b’(x) = 0 = (-x* + 130x - 3000)' = 0, es decir -2x + 130 = 0, de donde
sale x = 130/2 = 65, por tanto el vértice es V(65,b(65)) = V(65,1225). Puntos de corte con los ejes
coordenados en (0,b(0))=(0,-3000), y de b(x) = 0 tenemos -x* + 130x - 3000 = 0 — x* - 130x + 3000 = 0.

130 + +/130%- 4-3000 _130+70
2

2
corte con el eje OX son (30,0) y (100,0).
Teniendo en cuenta la anterior para que obtenga un beneficio positivo debe vender cada boligrafo a
mas de 30 pts. y a menos de 100 pts., porque en 30 y 100 el beneficio es 0 y si es menor de 30 pts. o
mayor de 100 pts. el beneficio es negativo.
El maximo beneficio se obtiene en el vértice es decir se obtiene en (65,1225), luego vendiendo cada
boligrafo a 65 pts. obtendran un beneficio de 1225 millones de ptas.

Resolviendo x = , de donde x =30 y x =100, con lo cual los puntos de

Aunque no lo piden, pero se ve mejor, un esbozo de la grafica de b(x) es:
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EJERCICIO 3_A
Parte 1
(2 puntos) En un hospital se han producido 60 nacimientos en una semana. De ellos 35 son varones y de
éstos 21 tienen el pelo negro. Asimismo, se ha observado que de las nifias nacidas 10 no tienen el pelo
negro.
Basandose en estos datos razone si tener el pelo negro depende, o no, del sexo.

Solucion
En un hospital se han producido 60 nacimientos en una semana. De ellos 35 son varones y de éstos 21
tienen el pelo negro. Asimismo, se ha observado que de las nifias nacidas 10 no tienen el pelo negro.
Basandose en estos datos razone si tener el pelo negro depende, o no, del sexo.

Llamemos V, M, N y N, a los sucesos siguientes, “varén”, “mujer”, "tener pelo negro”, y "no tener pelo
negro r", respectivamente.

Este problema es muy facil de realizar utilizando una tabla de contingencia (tabla de doble entrada. La
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suma de los totales coincide), y después utilizando la definiciéon de probabilidad de Laplace (nimero de
casos favorables partido por nimero de casos posibles).
También se podria hacer por un diagrama de arbol.

\% M Totales
N 21
N© 10
Totales 35 60

Completamos la tabla de contingencia sabiendo que tanto la suma en horizontal como en vertical dan los
totales. He puesto en negrita los nimeros que he completado.

V M Totales
N 21 15 36
N® 14 10 24
Totales 35 25 60

Tenemos que ver si tener el pelo negro depende, o no, del sexo, es decir:
Si p(N) =p(N/H) 'y si p(N) = p(N/M)
Total pelo negro

p(N) = = 36/60 = 06.
Total personas
D(N/H) = P(NNH) _ Total pelo negro y varones _ 21/35 = 0'6.
p(H) Total varones
D(N/M) = P(NNM) _ Total pelo negrg y mujeres _ o5 — g6
p(M) Total mujeres

Como los valores son iguales, tener el pelo negro no depende del sexo

EJERCICIO 3_A

Parte 2

En una poblacion, una variable aleatoria sigue una ley normal de media desconocida y desviacion tipica 20.
a) (1 punto) Si de una muestra de tamafio 25 se ha observado que la media es 2743, determine un
intervalo, con el 90% de confianza, para la media de la poblacion.

b) (1 punto) Elegida una muestra, su media ha sido 2740; se ha construido un intervalo de confianza, al
95%, que ha resultado ser (2736'08,2743'92). ¢ Cual era el tamafio de la muestra?

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
generalmente escribimos X ~N(u, —) 0 X — N(u, =)
" n " n
1
— w2
También sabemos que el intervalo de confiania para estimar la media es:
— o — o
I.C. () = (x—z aip =X+ 2, —j =(a,b)
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ
donde z142 Y Zao = - Zi.42 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z < z1.qp) =1 - a/2
También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z, ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z, _, ~% =2-E, de donde E = (b — a)/2,
n
z o\ 2.z o\
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%} B [bl—“/zj .
-a
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En una poblacion, una variable aleatoria sigue una ley normal de media desconocida y desviacion tipica 20.
a)
Si de una muestra de tamafio 25 se ha observado que la media es 2743, determine un intervalo, con el 90%
de confianza, para la media de la poblacién.
Datos del problema: o = 20, n = 25, X = 2743, nivel de confianza = 90% = 090 = 1 - a, de donde o = 0’10,
es decir o/2 =0'10/2 = 0'05.
Dep(Z<2zy4p) =1-0/2=1-005=095. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad 0'95
no viene, las mas proximas son 0'9495 y 0’9505 que corresponden a 1'64 y 1’65, por tanto z; o> €s la media
es decir z,.4» = (1'64 + 1'65)/2 = 1’645, por tanto el intervalo de confianza pedido es:
_ o _ o 20 20
I.C.(w) = (x—z aip =X+ 2, —j = [2743 -1'645.—,2743 + 1‘645-—) =
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ /_25 /_25
= (2736’42, 2749'58).
b)
Elegida una muestra, su media ha sido 2740; se ha construido un intervalo de confianza, al 95%, que ha
resultado ser (2736'08,2743'92). ¢, Cudl era el tamafio de la muestra?

Datos del problema: Datos del problema: ¢ = 20, n = 25, X = 2740, intervalo de confianza = (a,b) =

= (2736’08 , 2743'92) = [Y— j , hivel de confianza = 95% = 0'95 = 1 - a, de donde

o — o
Zy a2 'ﬁ!x T2 o ﬁ
o = 0’05, es decir o/2 =0'05/2 = 0'025.
Dep(Z<zi42)=1-a/2=1-0025=0'975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'975 viene, y que corresponde a z; 4, = 1'96, por tanto tenemos:

De b=X+z g resulta 274392 = 2740+1’96-£, tenemos n 2[

1-al2 'ﬁ’ \/ﬁ

tenemos que el tamafio minimo es n = 100.

. 2
1'96-20 - 100,
274392 - 2740

OPCION B

EJERCICIO 1_B
a) (1 punto) Represente graficamente el recinto definido par las siguientes inecuaciones:

2x+y<1000; x+215y<750; x>0; y>0.
b) (1 punto) Halle sus vértices.
¢) (1 punto) Obtenga el valor méximo de la funcién F(x,y) = 15x + 12y en el recinto anterior, asi como en
gué punto lo alcanza.

Solucioén

a) b) y ¢
Represente graficamente el recinto definido par las siguientes inecuaciones: 2x +y < 1000; x + 1'5y < 5750;
X > 0; y=>0. Halle sus vértices. Obtenga el valor maximo de la funcién F(x,y) = 15x + 12y en el recinto
anterior, asi como en qué punto lo alcanza.

Funcién Objetivo F(x,y) = 15x + 12y.

Las desigualdades 2x +y<1000; x +1'5y<750; x>0; y

> 0, las transformamos en igualdades, y ya sus
gréficas son rectas, 2x+y=1000;x + 1'5y=750; x=0; y=

0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y =-2x + 1000; y = -x/1'5 + 750/1'5 = -2x/3 + 500; x=0; y=0.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las

inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.
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Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dex=0 e y=0, tenemos el punto de corte es A(0,0)

Dey=0 e y=-2x+1000, tenemos 0 = -2x+1000, luego 2x = 1000, de donde x = 500, y el punto de corte
es B(500,0)

Dey =-2x+1000 e vy =-2x/3+500, tenemos -2x+1000 = -2x/3+500, luego -6x+3000 = -2x+1500, por tanto
1500 = 4x, es decir x = 375 e y =250, y el punto de corte es C(375,250).

Dey=-2x/3+500 y x =0, tenemos y =500, y el punto de corte es D(0,500).

Vemos que el poligono convexo cerrado tiene por vértices los puntos: A(0,0), B(500,0), C(375,250) y
D(0,500).

Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 15x + 12y en dicha regién convexa.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su méximo y minimo absoluto estan en la
regién acotada convexa, y que estos extremos deben estar situados en alguin vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(0,0), B(500,0), C(375,250) y D(0,500). En el caso de que
coincidan en dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(0,0) = 15(0) + 12(0) =0; F(500,0) = 15(500) + 12(0) = 7500;
F(375,250) = 15(375) + 12(250) = 8625; F(0,500) = 15(0) + 12(500) = 6000.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el maximo absoluto de la funcion F en laregién es 8625 (el
mayor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(375,250).

EJERCICIO 2_B

e* si x<-1
Sea la funcién f(x) = % si -1<x<1 (In:indica logaritmo neperiano)
X+

1+In(x) si x>1

a) (1 punto) Estudie su continuidad.
b) (1’5 puntos) Estudie la derivabilidad, obteniendo la funcién derivada.
¢) (0’5 puntos) Calcule, si es posible, f'(0) y f(2).
Solucién
a) b) y c)
si x<-1
Sea la funcién f(x) = <3 si -1<x<1 (In:indica logaritmo neperiano)
X
1+In(x) si x>1

Estudie su continuidad. Estudie la derivabilidad, obteniendo la funcién derivada. Calcule, si es posible, f(0)
y £(2).

La funcion e* es continua y derivable en todo R, en particular en x < -1.
La funcion 4/(x+3) es continua y derivable en todo R - {-3} (n° que anula el denominador, en particular

gjrubio@hotmail.com :



IES Fco Ayala de Granada Sobrantes de 1999 (Modelo 1) Enunciado German-Jesus Rubio Luna

en-1<x<1.
La funcion 1 +In(x) es continua y derivable en todo (0,+x), en particular en x > 1.

Veamos si f escontinuaen x=-1y x=1.
Sabemos que f es continuaen x=-1 si f(-1) = Iirpli f(x) = Iin11 f(x).

Vemos que f(-1) no existe luego f no es continua en x =-1y por tanto no es derivable en x =-1
Veamos no obstante los limites laterales
lim f(x) = Iim1 e*=e’=1/e; Iirrl1 f(x) = Iirrl1 4/(x+3) = 4/(-1+3) = 2, y observamos que ni siquiera

X—>-1-

coinciden los limites laterales.

Sabemos que f es continuaen x=1 si f(1) = Iinl1_f(x) = |iI’Tl] f(x).
f(1) = Iinl1_ f(x) = |irT1]_ 4/(1+3) = 4/(4) = 1; Iinlw f(x) = Iin11 (1 +In(x)) = (1 +1In(1)) =1+ 0 =1, por tanto f(x) es

continuaen x =1.
Recapitulando f es continua en R- {-1}.

Veamos la derivabilidad en x = 1.

e si. x<-1 e* Si x<-1
f)=1 4 q<x<y FO= 4 si -1<x<1
X+3 (x + 3)°
1+In(x) si x>1 1

— Si x>1
X

f(x) es derivable enx =1 si Iirrl[f ‘(x) = Iin11 f {(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

lim f(x) = lim -4/(x+3)? = 4/(4)? = 1/4; lim f(x) = lim 1/x = 1/1 = 1; como los resultados no coinciden, f(x)

X—1- X1+

no es derivable en x = 1.

e* si x<-1
Recapitulando f es derivable en R-{-1,1}, y su funcion derivada es f'(x) = -4 si l<x<l
(x+3)*
1 Si x>1
X
. , -4 , -4
ElIx=0estaen-1<x<1,luego f(x) = ——, y por tanto f'(0) = ——— =- 4/9.
(x+3) (0+3)

Elx=2estden x> 1, luego f(x) = 1 y por tanto f'(2) = = =0’5.
X

N |-

EJERCICIO 3_B
Parte 1
Una determinada poblacion esta formada, a partes iguales, por hombres y mujeres. La probabilidad de que
un individuo de esa poblacion no lea ningun periddico es 0'25. Ademas, el porcentaje de individuos que o
bien leen algin periédico o bien son hombres es el 95%. Se elige, al azar, una persona.
a) (1 punto) Halle la probabilidad de "ser hombre y leer algun periddico".
b) (1 punto) Halle la probabilidad de que lea algun periddico, sabiendo que es hombre.

Solucion
Una determinada poblacion esta formada, a partes iguales, por hombres y mujeres. La probabilidad de que
un individuo de esa poblacion no lea ningln periodico es 0'25. Ademas, el porcentaje de individuos que o
bien leen algun periédico o bien son hombres es el 95%. Se elige, al azar, una persona.
a)
Halle la probabilidad de "ser hombre y leer algin periédico”.
Llamamos M, H, L y LS, a los sucesos “ser mujer”, “ser hombre”, “leer algin periédico” y “no leer ningdn
periédico”.

Del problema tenemos p(M) = 0’5, p(H) = 0’5, p(LC) =025, 0’5, p(Hombre o lee) = p(HUL) = 95% = 0'95.
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_ ) _P(ANB) _ Cy.
Sabemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) _—(B) ;p(B)=1-p(B~); AyBson
p
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); A es independiente de B si p(A) = p(A/B); p(A°) = 1 — p(A)
p(A°~B®) = {Ley de Morgan} = p(AUB)® = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(ANB) = p(A) - p(ANB).

Me piden p(Hombre y leer) = p(HNL)

De p(HuUL) = p(H) + p(L) - p(HAL) = p(H) + (1 - p(L%)) - p(HAL), tenemos 0’95 = 0’5 + 0’75 — p(HAL), de
donde p(HNL) =05+ 0'75-095 =0'3.

b)

Halle la probabilidad de que lea algun periddico, sabiendo que es hombre.

Me piden p(Leer sabiendo es hombre) = p(L/H)
p(LNH)
Luego p(L/H) = ———— =0'3/05=3/5=0'6.
p(H)

EJERCICIO 3_B

Parte 2

(2 puntos) El tiempo de vida de un tipo de insecto sigue una distribucion normal con media desconocida y
desviacion tipica 25 dias. Para estimar la vida media se hace un seguimiento a la duracién de la vida de una
muestra de n insectos. Calcule el valor de n para que el intervalo de confianza de esta media, con un
nivel de confianza del 95%, tenga una amplitud como méaximo de 5 dias.

Solucion
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, —=) 0 X — N(u, -=)
) \/ﬁ 3y \/ﬁ
1
T w2

También sabemos que el intervalo de confianza para estimar la media es:
o

1.C. (u) = [i— zZ ., .%,i +z, ., 'ﬁj = (a,b)

donde zi42 Y Zao = - Z1g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacion esE = z,__, ~%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, «% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
z o) 2:z o)
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%) = (bl—“’zj .
-a

El tiempo de vida de un tipo de insecto sigue una distribucién normal con media desconocida y desviacién
tipica 25 dias. Para estimar la vida media se hace un seguimiento a la duracién de la vida de una muestra
de n insectos. Calcule el valor de n para que el intervalo de confianza de esta media, con un nivel de
confianza del 95%, tenga una amplitud como maximo de 5 dias.

Datos del problema: o = 25, amplitud = b —a =5, nivel de confianza = 95% = 0'95 =1 - a, de donde o =
= 0’05, es decir o/2 = 0'05/2 = 0'025.
Dep(Z<2zy4p) =1-0/2=1-0025=0975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad

0'975 viene, y que corresponde a Zj.q = 1'96.
2 ' 2
tenemos n = (%j , es decir n = (—2'1 96 25) =

De amplitud del intervaloesbh-a=2-z, - 5
-a

ﬁ ’

= 384’16, por tanto n = 385.

gjrubio@hotmail.com ,



