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OPCION A
EJERCICIO 1_A

. -2 01
Sean las matrices A = y B=
0 10

o r P

0
2
-1
a) (1'5 puntos) Compruebe que (A-B)' = B“A" (t indica traspuesta).

. ’ 3 6
b) (1'5 puntos) Halle una matriz X que verifique: A-B-X = (0 3)

Solucién

. -2 01
Sean las matrices A = y B=
0 10

o r P

0
2
-1
a)

Compruebe que (A-B)' = B"A" (t indica traspuesta).

Por las propiedades de las matrices traspuestas es cierto que (A-B)' = B"A'. Vamos a comprobarlo con el
ejemplo que nos han dado.

2 01 20 to 110
A=[O 10],A‘z 0 1,|3=12,|3t=[02 J.
10 0 -1
10
2 01 2 -1 (21
De AB= 11 2= , tenemos (A-B) = .
0 10 1 2 102
0 -1
-2 0
ta_ (110 21 : t_ ot pt
Tenemos B-A" = 10 1]= , vemos que es cierto (A-B) =B"-A".
0 2 -1 10 102

b)

-3 6
Halle una matriz X que verifique: A-B-X = (0 3) .
-2

Hemos visto, en el apartado a), que A-B = ( 1

cx=[3 8.
0 3

2 -
Como |C| = ‘1 2]‘ =-4+1=-3#0, existe sumatrizinversa C* = (1/|C|)-Adj(C".

(21 oo (2 1) 4. e, (2 1) (23 -3
c _(_1 2), AdJ(C)—(_l -2}’ ct = (U|c))-Adj(CY) = (1/-3) [_1 -2} [1/3 2/3).

-1
ZJ = C. Luego me piden resolver el sistema

Veamoslo también por el método de Gauss:
La matriz C tiene inversa si mediante transformaciones elementales por filas de Gauss podemos llegar
de (C|l,), a la expresidn (I,|B), donde B = ct

Cly=[2 L O Cambio (1 2|0 1 120 1 1 2/0 1)Ff-2F
711 2|0 1)FporF, (-2 -1|1 oJF,+2F, |0 3|1 2)R3 (0 1|13 2/3) FI/F,
1 0]-2/3 -1/3 L (213 -13 .
por tanto C™ = , Y vemos que son iguales.
0 1|13 23 13 2i3

-3 6
Como existe C*, multiplicando la expresién C-X = (0 3] por la izquierda por C* sale

3 6 3 6 3 6
ctcx=ch - IpX=C™h - X=ct .
0 3 0 3 0 3
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Luego x:cl-( 3 6] :(1/_3)(2 1}( 3 6] _ (2 1)(1 2j _ (2 3)

0 3 -1 -2)10 3 -1 -2) (0 -1 -1 0
EJERCICIO 2_A
Los ingresos I(x) y los costes anuales C(x), en millones de pesetas, de una fabrica de boligrafos, dependen
del precio de venta x de cada boligrafo (en pesetas) segun las funciones:

I(X) =4x -9 y C(X) = 0'01x* + 3x

El beneficio anual es B(x) = I(x) - C(x).
a) (1 punto) ¢, Cual debe ser el precio de venta para obtener el maximo beneficio?
b) (0’5 puntos) ¢ Cual es ese beneficio maximo?
¢) (1 punto) Represente graficamente la funcién beneficio.
d) (0’5 pantos) Razone (sobre la grafica o con la funciéon B(x)) para qué precios de venta tendria perdidas
esta empresa.

Solucion

a), b), c) y d)
Los ingresos I(x) y los costes anuales C(x), en millones de pesetas, de una fabrica de boligrafos, dependen
del precio de venta x de cada boligrafo (en pesetas) segun las funciones:

I(X)=4x—-9 y C(X)= 0'01x° + 3x
El beneficio anual es B(x) = I(x) - C(X).
¢,Cudl debe ser el precio de venta para obtener el maximo beneficio? ¢Cual es ese beneficio maximo?
Represente graficamente la funcién beneficio. Razone (sobre la grafica o con la funcion B(x)) para qué
precios de venta tendria perdidas esta empresa.

¢) La gréfica de la funcién beneficio B(X) = I(x) - C(X) = (4x - 9) - (0'01x* + 3x ) = - 0'01x* + X - 9, es una
parabola que tiene las ramas hacia abajo (n), porque el n° que multiplica a X es negativo; abscisa de su
vértice V en C'(x) =0 =-0'02x + 1 — x = 50, es decir su vértice es V(50, B(50)) = V(50,16). Sus cortes con
los ejes son:

Para x = 0, punto (0,B(0)) = (0,-9).

ParaB(x):O:-0’01x2+x-9—> x*-100x +900=0 —> X = , de donde x =

100 ++100°- 4-900 _ 100 +80
2 2

100 + 2034
2

10 y x= =90 - puntos (10,0) y (90,0).

Un esbozo de la funcién es:

204
(50,16)

o —————— - - = =

10+

10 /0 20 0 40 50 70 50 9\

.

a) y b) En una parabola de la forma (n) el maximo es el vértice (50,16), por tanto el maximo beneficio es
de 16 millones de pesetas vendiendo cada boligrafo a 50 ptas.

d)

Observando la grafica la empresa tiene pérdidas (grafica debajo del eje de abscisas OX) si vende los
boligrafos a menos de 10 ptas. o a mas de 90 ptas.

2O — — — — — 0

EJERCICIO 3_A

Parte 1

A un congreso medico asisten oculistas y pediatras. Sabemos que 240 médicos son andaluces, 135 son
navarros y 225 son canarios. El nimero total de pediatras es 315. De los andaluces, 96 son oculistas y, de
los navarros, son oculistas 75.

a) (0’75 pantos) Escogemos un asistente al azar, ¢ Cual es la probabilidad de que sea un pediatra navarro?
b) (0’75 puntos) Hemos elegido un medico canario, ¢,cual es la probabilidad de que sea oculista?

¢) (0’5 puntos) ¢ Son independientes los sucesos "ser andaluz" y "ser oculista"?
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Solucion
A un congreso medico asisten oculistas y pediatras. Sabemos que 240 médicos son andaluces, 135 son
navarros y 225 son canarios. El nimero total de pediatras es 315. De los andaluces, 96 son oculistas y, de
los navarros, son oculistas 75.

Representamos en la siguiente tabla adjunta los datos del problema, siendo O, P, A, Ny C a los sucesos

“médico oculista”, médico pediatra”, “médico andaluz”, “médico navarro”, y “médico canario”,

A N C |Totales
(@] 96 75
P 315
Totales 240 135 | 225

Completamos la tabla de contingencia sabiendo que tanto la suma en horizontal como en vertical dan los
totales. He puesto en negrita los nimeros que he completado.

A N C |Totales
O 96 75 114 | 285
P 144 60 111 | 315
Totales 240 135 | 225 | 600

a)
Escogemos un asistente al azar, ¢ Cual es la probabilidad de que sea un pediatra navarro?
p(Pediatra Navarro) = p(A) = Total pediatras 'navarros =60/600 = 0'1.
Total medicos
b)
Hemos elegido un medico canario, ¢cual es la probabilidad de que sea oculista?
Total oculista canarios

p(Oculista, si es médico canario) = : — =114/225 =0'1875.
Total medico canarios

c)
¢Son independientes los sucesos "ser andaluz" y "ser oculista"?

Son independientes si p(ANO) = p(A)-p(0)
Total oculista andaluces

p(AN0O) = , = 96/600 = 0'16;
Total medicos
o(A) = Total medicos a_ndaluces = 240/600 = 0'4: p(O) = Total medicos chllstas = 285/600 = 0'475:
Total medicos Total medicos

Como p(An0O) =96/600 = 0’16 # 0'4-0'475 = 0'119 = p(A)-p(0O), los sucesos A ser medico andaluzy O
ser medico oculista no son independientes.

EJERCICIO 3_A
Parte 2
(2 puntos) Al calificar los exdmenes de un numeroso grupo de opositores, se ha visto que sus puntuaciones
siguen una distribucién normal con una media de 72 puntos y una desviacién tipica de 9 puntos. ¢, Cual es la
probabilidad de que en una muestra de 16 de esos opositores, elegidos al azar, se obtenga una puntuacion
media superior a 78 puntos?

Solucién
(o3

Jﬁ),y

Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(u,

T N

Trabajamos en una normal N(0,1), para lo cual tenemos que tipificar la variable en la distribucion muestral

generalmente escribimos X ~N(n, —=) 0 X — N(u,

X—u

o/n

Al calificar los examenes de un numeroso grupo de opositores, se ha visto que sus puntuaciones siguen una
distribucion normal con una media de 72 puntos y una desviaciéon tipica de 9 puntos. ¢Cual es la

de medias, es decir Z =
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probabilidad de que en una muestra de 16 de esos opositores, elegidos al azar, se obtenga una puntuacion
media superior a 78 puntos?

Datos del problema: Distribucion de la poblacion — N(u;0) = N(72;9); p=72; 6 =9; n = 16.
) = N(72; i) =N(72;2'25).

J16

o

Jn

La distribucién de las medias muestrales es X — N(p;

Me estan pidiendo la probabilidad “p( X = 78)"
78 -72

Luego p( X2 78) = {tipificamos} = p(Z =
go p( ) = {tip }=p( o5

)=p(Z=2267)=1-p(Z<2'67) ={Mirando en la tabla} =
=1-0'9962 = 0'0038.

OPCION B

EJERCICIO 1_B

a) (1 punto) Represente graficamente el recinto definido per el siguiente sistema de inecuaciones:
Xx+y<1l; 40x+30y>360; x>0; y=>0;

b) (1 punto) Calcule los vértices de ese recinto.

c) (1 punto) Obtenga en dicho recinto el valor maximo y el minimo de la funcién dada por

F(x,y) = 10000x + 7000y, y diga en qué puntos se alcanzan.

Solucion
a) b) y c)
Represente graficamente el recinto definido per el siguiente sistema de inecuaciones: x +y < 11;
40x + 30y > 360; x> 0; y > 0. Calcule los vértices de ese recinto. Obtenga en dicho recinto el valor
maximo y el minimo de la funcién dada por F(x,y) = 10000x + 7000y, y diga en qué puntos se alcanzan.

Funcion Objetivo  F(x,y) = 10000x + 7000y.

Las desigualdades x +y <11; 40x + 30y >360; x>0; y=>0, las transformamos en igualdades, y ya
sus graficas son rectas, x+y=11; 40x+30y=360; x=0; y=0.

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos
y=-x+11; y=-4x/3+12; x=0; y=0.

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, y el recinto convexo limitado por las

inecuaciones, que sera la region factible; en el cual estaran los bordes del recinto delimitado por las

inecuaciones dadas.

"
o

x

- N
=0 S A
Y ‘e
o,

L 1 2 3 4 4 L] 7 L]

Calculamos los vértices del recinto convexo, resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

Dey=0 e y=-4x/3+12,tenemos 0 =-4x/3+12 — 4x =36 — x =19,y el punto de corte es A(9,0)
Dey=0 e y=-x+1,tenemos 0=-x+11 — x =11,y el punto de corte es B(11,0)

Dey=-x+11 e y=-4x/3+12, tenemos -x+11 =-4x/3+12 — -3x+33 =-4x+36 — x=3conlocualy=8,y
el punto de corte es C(3,8).
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Vemos que el poligono convexo cerrado tiene por vértices los puntos: A(9,0), B(11,0) y C(3,8).
Calculemos el maximo de la funcién F(x,y) = 10000x + 7000y en dicha regién convexa.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
regién acotada convexa, y que estos extremos deben estar situados en algun vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(9,0), B(11,0) y C(3,8). En el caso de que coincidan en dos
vértices consecutivos la solucion es todo el segmento que los une.

F(9,0) = 10000(9) + 7000(0) = 90000; F(11,0) = 10000(11) + 7000(0) = 110000;
F(3,8) = 10000(3) + 7000(8) = 86000.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el minimo absoluto de la funciéon F en la region es 86000 (el
menor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(3,8), y el maximo absoluto de la funcién F en la
regiéon es 110000 (el mayor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice B(11,0).

EJERCICIO 2_B
3x+5a si  x<0
Siendo f: R — R la funcion dada por la expresion: f(x) = s bx’+3 si 0<x<?2
x*-4 si x>2

a) (1’5 puntos) Estudie la continuidad de f segun los valores de las constantes a, b.

b) (1 punto) Represente la grafica de esta funcién para a = 1, b = -1 e indique los intervalos de crecimiento
de dicha grafica.

c) (0’5 puntos) Justifique si la funcién del apartado b) presenta, en el intervalo (2,+«) algin punto de
tangente horizontal.

Solucion
3x+b5a si  x<O0
Siendo f: R — R la funcion dada por la expresion: f(x) = {bx’+3 si 0<x<2
x*-4 si x>2
a)
Estudie la continuidad de f segun los valores de las constantes a, b.

Sabemos que si una funcién es derivable es continua, pero si no es continua tampoco es derivable.

3x + 5a es continua y derivable en R, en particular en x < 0.
bx® + 3 es continua y derivable en R, en particular en 0 <x < 2.
x° - 4 es continua y derivable en R, en particular en x > 2.

Veamos la continuidad de f enx=0 y x = 2.

f(x) es continuaenx=0 si f(0)= lencl f(x) = x“ﬂl f(x).

lencl f(x) = lencl (3x + 5a) = 3(0) + 5a = 5a;

f(0) = lim () = lim (bx* + 3) = b(0)* + 3 = 3, como tienen que ser iguales 5a = 3, de donde a = 3/5.
f(x) es continuaenx =2 si f(2) = XILn; f(x) = xI|ﬁr721+ f(x).

lim f() = lim (bx* +3) =b(2)> + 3 =4b + 3;

f(2) = lim f6) = lim (-x* + 4) = (2)* - 4 = 0, como tienen que ser iguales 4b + 3 =0, de donde b = -3/4
b)

Represente la grafica de esta funcién para a = 1, b = -1 e indique los intervalos de crecimiento de dicha
grafica.

3x+5 si x<0
Para a=1,b=-1tenemos f(x) = <-x*+3 si 0<x<2.
x*-4 si x>2

La graficade 3x +5 (x <0) es una semirrecta que no pasa por el origen, con pendiente positiva y
pasa por los puntos (0,5) y (-3,4).
La grafica de -x*+ 3 (0 <x <2) es un trozo de parabola, con las ramas hacia abajo N (el n° que
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multiplica a x* es negativo) con vértice V de abscisa la solucién de f(x) = 0 = -2x, de donde x =0 y
V(0,f(0)) = (0,3), y pasa por el punto (2,f(2)) = (2,-1).

La gréafica de X2 - 4 (x > 2) es un trozo de parabola, con las ramas hacia arriba U (el n® que multiplica a
x> es positivo), con vértice V de abscisa la solucién de f'(x) = 0 = 2x, de donde x = 0 (no esta en su
dominio) y V(0,f(0)) = (0,-4), y pasa por los puntos (2,f(2)) = (2,0) y (4,f()) = (4,12).

Teniendo en cuenta lo anterior un eshozo de la grafica de f es:

7 /

c)
Justifique si la funcion del apartado b) presenta, en el intervalo (2,+«) algin punto de tangente horizontal.

Observando la grafica vemos que f es estrictamente creciente (/‘) en (2,+0), por tanto no tiene

ningun punto de tangente horizontal. El nico que podria ser, era la abscisa del vértice x = 0, pero no
esta en el dominio (2,+c).

EJERCICIO 3_B
Parte 1
(2 puntos) En un espacio muestral dado se consideran dos sucesos A y B tales que su unién es el suceso
seguro y las probabilidades condicionadas entre ellos valen p(A/B) = 1/2 y p(B/A) = 1/3. Halle las
probabilidades de los sucesos Ay B.

Solucién
En un espacio muestral dado se consideran dos sucesos A y B tales que su unién es el suceso seguro y las
probabilidades condicionadas entre ellos valen p(A/B) = 1/2 y p(B/A) = 1/3. Halle las probabilidades de los
sucesos Ay B.

Del problema tenemos: AUB = E = (suceso seguro), luego p(AuUB) = p(E) =1, p(A/B) =1/2, p(B/A) = 1/3.

S _ ) _ P(A N B) ) _ Q.
abemos que p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB); p(A/B) TR p(B)=1-p(B7); AyBson
p
independientes si p(AnB) = p(A)-p(B); A es independiente de B si p(A) = p(A/B); p(A°) = 1 — p(A)
p(A°~B®) = {Ley de Morgan} = p(AUB)® = {suceso contrario} = 1 - p(AUB); p(ANB) = p(A) - p(ANB).

De p(AuUB) = p(A) + p(B) - p(AnB), tenemos 1 = p(A) + p(B) - p(AnB).

p(ANB)
De p(A/B) = 1/2 tenemos 1/2 :T, de donde p(B) = 2-p(AnB).
p
p(ANB)
De p(B/A) = 1/3 tenemos 1/3 :T, de donde p(A) = 3-p(AnB)..
p

De p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB), tenemos 1 = 3-p(AnB) + 2:p(AnB) - p(AnB) = 4-p(AnB), de donde
p(AnB) = 1/4.
Luego p(A) =3-p(AnB) =3:(1/4) = 3/4, y p(B) =2:p(AnB) = 2-(1/4) = 1/2.
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EJERCICIO 3_B

Parte 2

(2 puntos) El tiempo que permanece cada paciente en la consulta de cierto medico es una variable aleatoria
gue sigue una distribuciéon normal con una desviacion tipica de 4 minutos.

Se ha tomado una muestra aleatoria de 256 pacientes de este médico y se ha encontrado que su tiempo
medio de consulta ha sido de 10 minutos. ¢Cual es el intervalo de confianza, a un nivel del 95%, para el
tiempo medio de consulta que se deduce de esta muestra?

Solucién
Sabemos que para la media poblacional p, el estimador MEDIA MUESTRAL X, sigue una N(p,%), y
n
generalmente escribimos X ~N(u, ~=) 0 X — N(u, -=)
" n " n
1
— w2

También sabemos que el intervalo de confiania para estimar la media es:
— o — o
I.C. () = [x—z aip =X+ 2, —j =(a,b)
1-al2 \/ﬁ 1-al2 \/ﬁ
donde zi42 Y Zao = - Z1g2 €S €l punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z ~ N(0,1) que
verifica p(Z £ z.q0) =1 - /2

También sabemos que la media es X = (a + b)/2, el error maximo de la estimacionesE = z, ,, -%, para
n
el intervalo de la media. Pero la amplitud del intervaloesb-a=2-z,_,, -% = 2-E, de donde E = (b — &)/2,
n
2,.,6) (22,,0)
por tanto el tamafio minimo de la muestra es n = (%] = (bl—“’zj .
-a

El tiempo que permanece cada paciente en la consulta de cierto medico es una variable aleatoria que sigue
una distribucién normal con una desviacion tipica de 4 minutos.

Se ha tomado una muestra aleatoria de 256 pacientes de este médico y se ha encontrado que su tiempo
medio de consulta ha sido de 10 minutos. ¢Cual es el intervalo de confianza, a un nivel del 95%, para el
tiempo medio de consulta que se deduce de esta muestra?

Datos del problema: ¢ = 4; n = 256, X = 10, nivel de confianza = 95% = 0'95 =1 - a, de donde o = 0’05, es
decir a/2 =0'05/2 = 0'025.

Dep(Z=<z142)=1-a/2=1-0025=0'975. Mirando en las tablas de la N(0,1) vemos que la probabilidad
0'975 viene, y que corresponde a z;.4, = 1’96, por tanto el intervalo de confianza pedido es:

4

1.C.(w) = [i—zla,z -%,mzm,z %j = (10 - 1'96-%,10 + 1'96.E] = (9'51, 10°49).
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